







\ 








Junta para Ampliación de estudios é Investigaciones científicas 


Dr. WIoritz Pasch 


Profesor de la Universidad de Giessen 


Lecciones de + + ♦ ♦ 

Geometría Moderna 


Traducción anotada de la primera edición alemana, con adiciones 
del autor, por 

J. G. Álvarez Uoe y i. Rey Pastor 



Imprenta de Eduardo Arlas, San Lorenzo, 5, Madrid 









ff) 

■ 




LECCIONES DE GEOMETRÍA MODERNA 






) I 


'p 


f 







fy c 



LECCIONES 

DE 

GEOMETRIA MODERNA 

TU ADUCCIÓN ANOTADA DE LA PRIMERA EDICIÓN ALEMANA, 

CON ADICIONES DEL AUTOR, POR 

,J. O. Alvarez Ude y J. Rey Pastor 


MADRID 

IMPRENTA DE EDUARDO ARIAíj 
, San Lorenzo, ntfm. 5. 


1913 














ÍNDICE 


P»K 


Prólogo de la edición alemana. 
— á la edición española.. 


Advert 

;encia de los traductores .. 

1 

§ 1 
§ 2. 


7 

Dg la linca recta.*. 

29 


39 

§ 3 . 


45 

§ 4 . 


49 

§ 5 . 

De la radiación de rectas. 

59 

§ 6. 

Generalización del concepto de «punto» . 

67 

§ 7 . 

de ^áno" 

81 

8 8. 

6 p n ^ re> 

93 

§ 9 

_ e en ,i e 

105 

8 io. 


121 

8 11 

8 12 . 


133 


143 

8 13 

8 14 . 

De las figuras congi’uentes.. .. • • 

Extensión del concepto de congruencia á elementos cuales- 

155 

8 15 . 

Deducción de algunos teoremas gi áticos . 

163 

177 

8 16 . 

Figuras de primera categoría pioyectivas . 

189 

8 17 . 


197 

8 18 . 


205 

8 19 

— congruentes en los planos piopios . 

217 

8 20 . 

Los sistemas polares absolutos . 

*231 

8 21 . 

Razones dobles . 

249 

§ 22. 


265 

8 23 . 

índice 

La serie continua de números en Geometría . 

285 





































Prólogo (lo edición hIciiiímíi 


En las tentativas hechas hasta el presente para establecer 
los fundamentos de la Geometría de un modo que responda a 
las exigencias cada día más acentuadas, no se ha hecho re¬ 
saltar claramente en todo su valor el origen empírico de la 

misma. , 

Si se considera la Geometría como ciencia que, nacida cíe 

la observación de la naturaleza y sin otro material que ésta, 
de las leyes inmediatamente observables en los fenómenos 
más sencillos trata de obtener, con método puramente deduc¬ 
tivo las leyes de otros más complicados, es indudablemente 
preciso prescindir de algunas ideas ya adquiridas, ó atribuir¬ 
les significación distinta de la usual; pero con esto se reduce a 
sus verdaderos límites el material de trabajo de la Geometría, 
y desaparece todo motivo de controversia. 

Esta concepción pretenden desarrollar con todo rigor las 
Dági „as que siguen. Ciertamente que se pueden unir á la Geo 
metría otras especulaciones; mas, la feliz apUcamón^Gene 
constantemente en las ciencias naturales y “ * 
ea es t r iba únicamente en que los conceptos geométricos 
respondían exactamente en su origen á los objetos empíricos, 
si bien, para facilitar el desarrollo teórico, han 9ldc lúdese 
tos con una red de conceptos artificiosos; por esto Uimtándo« 
desde un principio al núcleo empírico, conserva la Geometría 
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el-carácter de ciencia natural, diferenciándose de las demás 
en que sólo necesita tomar inmediatamente de la experiencia 
un muy reducido número de conceptos y leyes. 

En esencia, la obra se ocupa solamente de las propiedades 
proyectivas de las figuras, y no alcanza más que hasta lo es¬ 
trictamente necesario para poder ofrecer algo bien termina¬ 
do. Comienza con la enumeración de los conceptos fundamen¬ 
tales y axiomas necesarios, y termina con la introducción de 
las coordenadas y cálculo de las mismas para puntos y pla¬ 
nos. Consecuencia esencial de las ideas antes expuestas es 
que el concepto de punto no adquiera hasta su forma final los 
caracteres que de ordinario se suelen atribuir, desde un prin¬ 
cipio, al llamado «punto matemático». Estudiamos también 
la perspectividad, la homografía y la correlación; pero los ele¬ 
mentos imaginarios y las figuras curvas quedan excluidos. 

El profesor Klein ha observado por primera vez, y discu¬ 
tido repetidamente, que la Geometría proyectiva es inde¬ 
pendiente de la teoría de paralelas, y se puede fundamentar 
sin su admisión. Sin embargo, yo no podía prescindir comple¬ 
tamente de la noción de medida sin perjudicar el punto de 
vista adoptado, y necesité, por esto, introducir la teoría de la 
congruencia, que con tal motivo se continúa hasta exponer el 
sistema polar absoluto, en el cual corresponde á cada plano 
el punto común á sus perpendiculares. 

Observaremos, para terminar, que el presente escrito pro¬ 
cede de las lecciones universitarias profesadas por primera 
vez en el semestre de invierno 1873-74. 


31. Pascm. 


Giessen, Marzo de 1882. 
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Prólogo á la edición española 


La Sociedad Matemática Española ha tributado á mi obra 
Vorlesungeñ über neuere Geometrie el honor de publicar una 
edición española de la misma, realizando el trabajo de tra¬ 
ducción, de modo muy de agradecer, los Sres. Alvarez Ude y 
Rey Pastor. 

Desde la aparición del libro ha transcurrido una treintena 
de años. En este tiempo han realizado los geómetras una gran 
labor relativa á la formulación de axiomas y definiciones, á 
la división de los axiomas en grupos, á la investigación de la 
independencia entre upos y otros conceptos y teoremas, así 
como respecto á la simplificación délas demostraciones. Al 
lector que desee conocer los progresos de estos desarrollos, y 
adquirir datos sobre su bibliografía, le recomendamos la nota¬ 
ble obra del profesor Schur Grundlagen der Geometrie , Leipzig- 
Berlín, 1909. 

He aprovechado esta ocasión para redactar algunas adi¬ 
ciones á diversos puntos de las «Lecciones», sin introducir va¬ 
riación en el texto. La finalidad de la obra era, en primer 
término, organizar completamente la Geometría como exige 
la naturaleza de la Matemática, y al mismo tiempo hacer re¬ 
saltar el origen empírico de los conceptos y nociones geo- 
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métricos. En realidad,, en algunos trabajos no se concede 
á esta tendencia todo su valor, ó es relegada á segundo tér¬ 
mino. 

Que la nueva edición de las, «Lecciones» conquiste nue¬ 
vos adeptos á las ideas en ella contenidas. 


M. Pasch. 


Griessen, Marzo de 1912. 






Advertencia de los traductores 


La gran importancia que actualmente se concede al estu¬ 
dio de los fundamentos de la Geometría, impulsó á la Sociedad 
Matemática Española á comenzar por una obra de este género 
la serie de traducciones anunciada de acuerdo con la Junta 
para Ampliación de estudios. En las clásicas Vorlesungen über 
neuere Geometrie del profesor Pasch, uno de los iniciadores 
de estos estudios, se presenta por primera vez un sistema com¬ 
pleto de postulados, suficientes para exponer rigurosamente, 
sin recurrir de nuevo á la intuición, la Geometría proyectiva 
lineal. Este mérito, que no es único, las hace acreedoras á su 
publicación en idioma español. 

En la traducción, hecha del modo más literal posible, he¬ 
mos substituido, sin embargo, algunas denominaciones del au¬ 
tor por las usadas más comúnmente en España, indicando es¬ 
tas variaciones en notas al pie. Las demás notas no significan 
pretensión de mejorar el texto original, sino simplemente de¬ 
seo de facilitar á los alumnos de nuestras Universidades la in¬ 
teligencia de algunos puntos’, muchos lectores podrán, por 
tanto, prescindir de ellas. En cambio, las importantes y nu¬ 
merosas adiciones que el autor ha tenido á bien escribir para 
nuestra edición la avaloran notablemente, y por ellas le da¬ 
mos las gracias más rendidas, 

J. G. Alvarez Ude y .1. Rey Pastor. 









Introducción 


La Geometría moderna es, por su formación, opuesta, más 
que á la Geometría de los antiguos, á la Geometría analítica. 
La Geometría de los antiguos, tal como fué compilada por 
Euclides, ha conservado en lo esencial su carácter á través 
de las constantes ampliaciones y frecuentes transformaciones 
que ha sufrido; una parte de ella da los conocimientos preli¬ 
minares necesarios para el estudio de la Geometría analítica; 
se puede designar á esta parte con el nombre de Elementos, y 
á la Geometría de Euclides, en general, con el de Elemental, 
por la uniforme sencillez de su procedimiento. La Geometría 
analítica es, por el asunto, una continuación de los Elementos, 
pero completamente opuesta á ellos en su método. En los Ele¬ 
mentos, la idea de número sólo interviene cuando la natura¬ 
leza del problema lo exige; en los demás casos, el medio de 
demostración es la construcción. La Geometría analítica, por 
el contrario, se sirve continuamente del Análisis, aspirando, 
precisamente, á reducir cada problema geométrico á una ope¬ 
ración numérica, aunque, claro es, sin por esto excluir com¬ 
pletamente la construcción. 

El desarrollo, mayor cada día, de la Geometría pura ha 
demostrado que para la resolución de problemas de carácter 
superior, en tanto no se trato de hallar valores numéricos, no 
es la Geometría analítica el único método fecundo. Tomando, 
en parte, como base los copiosos resultados del Análisis, han 
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sido descubiertos nuevos puntos de vista que, en lo posible, 
permiten dominar sin ayuda del cálculo complicadas relacio¬ 
nes, de modo no menos fácil que cuando á ello se llega ó pue¬ 
de llegarse por otros caminos. Esta creación, que toma sus 
medios auxiliares directamente de la naturaleza del objeto, 
se ha distinguido de la Geometría elemental y de la Geome¬ 
tría analítica, llamándola Geometría pura, Geometría supe¬ 
rior, Geometría sintética, Geometría sintética moderna, ó, 
simplemente, Geometría moderna. 

La Geometría moderna se basa también en la elemental. 
Pero, aunque atendido su común procedimiento, puede decir¬ 
se que ambas forman la Geometría pura, sorprende, no obs¬ 
tante, la diversidad de su carácter, que, una vez pasados los 
Elementos, se hace sensible. 

Cualidades características de una y otra son las dos si¬ 
guientes: En la Geometría elemental, los conceptos son muy 
restringidos; en la moderna, son amplios y generales. En 
aquélla, los diversos casos que en las figuras relativas á un 
teorema pueden presentarse, exigen otras tantas distinciones 
en la demostración; en ésta, todos quedan comprendidos en 
una demostración única. 

La Geometría analítica ha tomado algo de la sintética; se 
ha apropiado sus puntos de vista y obtenido excelentes resul¬ 
tados con su uso, y es de esperar que se llegará, mediante 
una más íntima fusión de ambas, á crear una Geometría supe¬ 
rior con carácter armónico. La Geometría elemental, por el 
contrario, suele limitarse á lo tradicional, por lo que aún está 
poco influida por la moderna. 

Acaso deberíamos examinar ahora el hecho de que las 
cuestiones elementales de Geometría aparezcan tratadas por 
caminos pesados, en tanto que las superiores lo son de modo 
más claro y sencillo. Pero la experiencia ha decidido ya so¬ 
bre esto en favor de la Geometría moderna. Los conceptos 
generales que en ella intervienen son también aplicables en 
la Geometría elemental, y si se los introduce oportunamente, 
esto es, en cuanto su comprensión sea posible, se reconoce en 
seguida su utilidad. 

La cuestión con esto planteada no es nueva; pero su acer¬ 
tada solución está íntimamente ligada con la de otra, más an¬ 
tigua aún. No solamente se reprocha á la Geometría elemen- 
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tal la pesadez, sino también la imperfección ú obscuridad que 
en alto grado comunica á los conceptos y demostraciones. El 
hacer desaparecer estos defectos ha sido una constante aspi¬ 
ración, para cuyo logro se han realizado los mayores esfuer¬ 
zos y utilizado los medios más variados; pero el examen de 
los resultados obtenidos da lugar á pensar, acaso, que la to¬ 
tal desaparición de tales defectos es un imposible. Sin embar¬ 
go, no es así; bien y en toda su extensión mirada, la cuestión 
no aparece como irresoluble; está, simplemente, dificultada 
por circunstancias de que más tarde hablaremos (*). Precisa¬ 
mente en este respecto, la reiterada aplicación de los moder¬ 
nos modos de ver muestra, bien á las claras, su alcance. Los 
esfuerzos que se hacen para emprender una seria transforma¬ 
ción dirigida hacia modelos bien acabados y que dé al des¬ 
arrollo un carácter de absoluta pureza, ponen de manifiesto 
los obstáculos que á ello se oponen y suscitan en el espíritu 
la energía necesaria para vencerlos. Como uno de tales mo¬ 
delos puede calificarse la Geometría moderna; ella nos enca¬ 
mina á un nuevo estudio de los rudimentos de la Geometría, 
y poniendo gran cuidado en no interrumpir la pureza del des¬ 
arrollo, nos muestra el modo de alejar las ideas origen de la 
reprochada falta de claridad. 

Una exposición de la Geometría con este carácter, no per¬ 
mite, naturalmente, suponer en el lector ninguno de los cono¬ 
cimientos que se acostumbra adquirir por primera vez en 
Geometría, sino solamente los que, al comenzar el estudio de 
ésta, debe tener todo el mundo. Se exige, para seguirla, algún 
trabajo y cuidado, apartar de la imaginación cosas que nos 
son familiares y volver á colocarse en un punto de vista del 
que nos hemos alejado en demasía; pero todo ello es indispen¬ 
sable, si ha de conseguirse el fin que con esta exposición nos 
hemos propuesto. 


Los conceptos geométricos forman un grupo especial den¬ 
tro de los que, en general, sirven para la descripción del 


(*) En los artículos 6 y 12. 
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mundo externo. Cuando designamos el color de un objeto, ha¬ 
blamos ,d e una propiedad física; si decimos que dicho objeto es 
cúbico, hacemos aplicación de un concepto geométrico. Estos 
conceptos pueden enlazarse entre sí, una vez admitida la idea 
de número, por medio de una serie de relaciones en las que no 
intervenga ningún otro concepto. 

No es esta la ocasión de hacer la delimitación de los con¬ 
ceptos geométricos respecto de los demás, sino, más bien, de 
indicar simplemente el modo de ver, al que con todo rigor 
procuraremos atenernos en lo sucesivo, según el cual no ve¬ 
remos en la Geometría más que una parte de las Ciencias na¬ 
turales. 

En un cuerpo, del cual decimos que es «cúbico», se distin¬ 
guen caras, aristas, vértices, etc., y pueden establecerse re¬ 
laciones mutuas entre estos elementos. En cambio, la distan¬ 
cia entre dos cuerpos queda insuficientemente determinada 
cuando, sin salirse de los límites impuestos por los medios ó el 
fin de la observación, pueden apreciarse en uno de ellos par¬ 
tes. Tales límites son variables para cada caso; el mismo 
cuerpo que en una ocasión debe ser considerado como un 
todo, aparece en otras de modo contrario; se presentan enton¬ 
ces sus partes como miembros de un todo que se analiza en su 
aspecto geométrico. Los cuerpos en los que, den.tro de los lí¬ 
mites de observación, no puedan apreciarse partes, se llaman 
siempre puntos, reservándose en Geometría la palabra «cuer¬ 
po» para otro uso. 

Cosa análoga ocurre en las líneas (simples) limitadas, so¬ 
bre las cuales es imposible recorrer caminos distintos entre 
dos de sus puntos, sin salirse de los límites impuestos por la 
observación; cada dos partes se tocan ó unen entre sí en un 
punto á lo más. Las líneas (simples) cerradas se componen de 
dos líneas limitadas. Dos partes de una superficie pueden to¬ 
carse en puntos ó líneas. La aplicación de este concepto que¬ 
da así unida á una cierta inseguridad, como ocurre con casi 
todas las ideas que se derivan directamente de la interpreta¬ 
ción de los fenómenos. 
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Adición á la Introducción. 


(Véase Mathematische Annalen, 1887, tomo XXX, pág. 130; 1892, 
tomo XL, pág 149.) 

La concepción empírica de la Matemática y el deseo de 
llegar á demostraciones perfectas, dan la norma seguida en la 
siguiente exposición de la Geometría. Esta exposición llega 
hasta la introducción de la serie continua de números en Geo¬ 
metría proyectiva, sin descender, naturalmente, al estudio de 
cuantos casos particulares pueden presentarse, y en ella pre¬ 
tendemos hacer ver la posibilidad de restringir los conceptos 
que sirven de fundamento para la aplicación á los objetos de 
la vida real, sin que tales restricciones nos impidan estable¬ 
cer de otra manera, los conceptos de ordinario reconocidos 
como fecundos y de utilidad práctica, si bien con una signifi¬ 
cación distinta de la usual. 

En esta última clase de conceptos figura, en primer termi¬ 
no, el que se acostumbra tener del punto. No llegamos nos¬ 
otros á la idea que, desde un principio, va enlazada a la pala¬ 
bra «punto», hasta el final de esta obra (§ *3); allí se distin¬ 
gue el punto matemático frente al punto físico. Tal distinción 
se realiza mediante un axioma (§ *», Ax. I), que nos da el 
medio de pasar del punto físico al número, con la exactitud 
correspondiente á cada caso particular. El paso inverso, del 
punto matemático, es decir, de las coordenadas, al punto físi¬ 
co, exige establecer (§ «»), que á cada punto físico corres¬ 
ponde una variedad continua de puntos matemáticos. 

(Véase también mi Einleitung in die Differential-und Inte - 
gralrechnung, 1882, pág.. 12 á 14 y 188.) 

Klein ha sido el primero en hacer notar la falta de preci¬ 
sión de que adolecen los conceptos geométricos, en la Memoria 
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« Über den allgemeinen Funktionsbegriff and dessen Darstel- 
lung durch eine willkürliche Kurve», publicada en Sitzungsbe- 
richte der physikalisch-medizinischen Sozietcit in Erlangen, 8 de 
Diciembre de 1873, reimpresa en Mathematische Annalen, 1883, 
tomo XXII, pág. 249. (Véase también Mathem. Ann., 1890, 
tomo XXXVII, pág. 571.) Señaladamente, ha dado una expre¬ 
sión analítica de la inexactitud propia de la línea física . 

Aunque en la moderna Literatura matemática se parte de 
representaciones del punto, de la recta y de la superficie, á 
las que no se puede tachar de inexactas, hay que decir, en 
cambio, que no se hacen resaltar los conceptos fundamentales 
y axiomas (§ i), sino que se hace uso de ideas y proposiciones 
que necesitan ser referidas á otras. Los conceptos y los prin¬ 
cipios que sirven de base para tales representaciones, son con¬ 
ceptos primitivos y principios fundamentales (*) en el sentido 
que en los §§ ÍO y VI se explicará, siendo de la mayor im¬ 
portancia reunir los que se refieren á cada grupo de conoci¬ 
mientos matemáticos, como, por razón de su cometido, hace 
la Axiomática. Hecho así, aún queda la cuestión de referir ta¬ 
les conceptos y principios á los conceptos fundamentales y 
axiomas, cosa que puede aplicarse, no sólo á la Geometría, 
sino también al Análisis. 

Suele pretenderse que la introducción de cada concepto en 
la Matemática debe estar de acuerdo con sus aplicaciones fue¬ 
ra de la misma; pero, desde el punto de vista puramente ma¬ 
temático, puede prescindirse de ello y aceptar como buenas 
las definiciones de un concepto que no tienen relación alguna 
con sus aplicaciones, y aun preferirlas á las demás. Sin em¬ 
bargo, cuando se trate de aplicar fuera de la Matemática un 
concepto ideado para utilizarlo únicamente dentro de ella, no 
debe eludirse el examen de la licitud de tal aplicación; es, 
pues, necesario un estudio especial, una revisión de los con¬ 
ceptos que puedan constituir fundamento suficiente para todas 
las ulteriores aplicaciones. 


(*) No hallamos traducción más apropiada á las palabras Stcimmbe- 
griffe y Stammsütze, que emplea el autor para nombrar aquellas ideas y 
proposiciones de las qup proceden, ó á las cuales pueden referirse todas 
las demás.— (N. T.) 





1.—De la línea recta 


1. Comenzaremos por el estudio de la línea recta. Se suele 
decir: por dos puntos se puede trazar una línea recta. Mas 
ésta puede limitarse de muy distintos modos, y esta indetermi¬ 
nación ha conducido á que se diga de la línea recta que es ili¬ 
mitada, ó que debe considerarse como indefinidamente exten¬ 
sa. Este concepto no corresponde á ningún objeto del mundo 
real; la observación nos sugiere más bien la idea de línea rec¬ 
ta limitada, ó camino recto entre dos puntos; del segmento 
rectilíneo, en una palabra. Concretándonos, pues, áesta úl¬ 
tima éxpresión, hablaremos: 

1) De segmento rectilíneo trazado entre dos puntos. 

2) De puntos situados en el interior de un segmento rec¬ 
tilíneo. 

Todas las locuciones usadas en el presente artículo pueden 
ser referidas á estas dos. Por abreviar, diremos casi siempre 
«segmento» en lugar de «segmento rectilíneo». De un segmen¬ 
to trazado entre los puntos A y B (ó B y A) se dice también que 
une A con B, que va de A á B, que tiene los extremos Ay B, 
que está limitado por los puntos Ay B. Al decir que un pun¬ 
to C pertenece á un segmento,. que es punto del segmento, ó 
que el segmento pasa por él, se entiende que C está situado 
en el interior del segmento, ó es uno de sus extremos. Todo 
punto para el cual no sucede esto, está situado fuera del seg¬ 
mento. 
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La observación nos da á conocer las propiedades relativas 
á los segmentos rectilíneos y á sus puntos. Las enunciaremos 
en forma de proposiciones aisladas, pero distinguiendo en 
ellas dos clases. Algunas serán demostradas, es decir, se 
hará ver cómo su contenido es consecuencia de otras proposi¬ 
ciones, las cuales deben siempre precederlas. Las proposicio 
nes que se demuestran, las designamos como teoremas fren¬ 
te á las otras que consideramos como axiomas. Los teoremas 
son deducidos de los axiomas, de tal modo, que todo lo rela¬ 
tivo á los fundamentos de los teoremas esté, sin ex¬ 
cepción, contenido en los axiomas. 

íí. Las primeras observaciones sobre los segmentos recti¬ 
líneos y sus puntos suministran una serie de relaciones de las 
cuales una parte es el contenido de los axiomas que en este 
artículo se exponen. 

Como los puntos A y B pueden ser tomados arbitraria¬ 
mente (con las limitaciones señaladas al final de este artículo), 
se puede unir A con B por medio de un segmento rectilíneo, 
pero esto es posible de un solo modo. Se puede tomar un pun¬ 
to C interior al segmento. Se puede trazar un segmento recti¬ 
líneo que una A con C; este segmento no pasa por B, pero to¬ 
dos sus puntos están en el segmento anterior. Si, pues, se 
unen A con C y C con B } no se obtiene 
a o b n i n gún punto que no pertenezca al primer 

segmento, pero éste, á su vez, no contiene ningún punto que 
no esté en uno ú otro de aquellos dos. Enunciación de estas 
observaciones son los cinco axiomas siguientes: 

I. Entre dos puntos se puede trazar siempre un segmento , y 
solo uno. 

Según esto, para designar un segmento, basta nombrar 
sus extremos. El que tiene los A y B se designa por AB 
ó BA. 

II. Dado un segmento, se puede siempre hallar un punto que 
esté en su interior. 

III. Si el punto C está dentro del segmento AB, el punto A 
está fuera del segmento BC. 

Asimismo, el punto B está fuera del segmento A C. 

IV. Si el punto C está dentro del segmento AB, todos los 
puntos del segmento AC son, al mismo tiempo, puntos del seg¬ 
mento AB. 
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De otro modo: Si el punto C está dentro del segmento AB y 
el punto D es interior al segmento AC 6 al BC, el punto D es 

también interior al segmento AB. 

V Si el punto C es interior al segmento AB, todo punto que 
no pertenezca al segmento AC, ni al BC, no puede, tampoco, 

pertenecer al AB. . „ n 

De otro modo: Si C y D sor* puntos del segmento AB y D 

es exterior á AC, será interior á BC. t ... , 

3 . Tomemos ahora el punto (7 en el segmento AB y el 
punto D en el segmento H<7; en tal hipótesis, se ve que el pun¬ 
to C pertenece al segmento A D. Esta propiedad, al igual que 
las anteriores, aparece como inmediata, pero se puede lela 
clonar con ellas, circunstancia ésta que no debemos desapro¬ 
vechar. Se presenta, pues, la nueva relación en forma de teo- 
rema, no de axioma. 

Teorema l.°-S¿ el punto C está en el interno,- del segmen- 
to AB y el punto D en el interior del seg- 
i ~t\.i B mentó BC, el punto C está en el interior 

" ..... - ■>..»»...» 
el punto Cestá fuera del segmento BD (As. III), por estai 
punto G dentro del segmento AB y el punto D dentro del se - 
mentó BC, el punto D está, también, dentro del segmento AB 
(As. IV); finalmente, por estar, según esto los puntos C y D 
dentro del segmento AH y el punto Cfuera del segmento BD, 

estará dentro del segmento AD (As. )• ' 

Definición l:“ Diremos que el segmento GD es una par 
t ,dél AB, si éste contiene todos los puntos de aquel, pero no 

801 Teorema 2. S °-Si C}D son puntos del segmento AB y uno 
de ellos, por lo menos, es interior al mismo, el segmento CD es 

- C el punto interior al segmento AB^ 
En taUaso D pertenece A uno de los dos segmentos AC ó BC 
(4x V) por ejemplo, al BC; por consiguiente, en virtud del 

teorema anterior, O está en el Interior del segmento ^ be- 

o-án esto, A está fuera del segmento CD (Ax. III). Com» por 
otra parte todos los puntos de CD pertenecen ai segmento AD 
(Ax P IV) y por tanto, al AH (Ax. IV), resulta que éste con¬ 
tiene todos ios puntos del CD, y además el A, que no lo es de 
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dicho segmento; luego según la definición dada, el segmen¬ 
to CD es una parte del AB. 

El primer axioma ha sido ya utilizado al enunciar los res¬ 
tantes; puesto que sin él no podríamos lógicamente hablar del 
segmento AB, el segmento BC, etc. Una afirmación tan tri¬ 
vial como la contenida en el axioma III, antes de encontrar 
aplicación, pudiera ser tenida por frívola ó sin objeto. Sin em¬ 
bargo, véase cómo ha jugado importante papel en las prece¬ 
dentes demostraciones. Por esto, nos proponemos no omitir 
en nuestros razonamientos ni aun los argumentos 
más insignificantes. 

4. Si se toma un punto B interior al segmento A G, resul¬ 
ta de lo expuesto que los segmentos A B y BC componen el seg¬ 
mento total AC (*). En tal caso, diremos que el segmento BC 
es una prolongación del AB por el extremo B, ó que el seg¬ 
mento A B se ha prolongado desde B hasta C. Sentado esto, la 
observación nos suministra algunas nuevas propiedades de los 
segmentos, que no necesitan ser demostradas. En primer lugar, 
dados los puntos arbitrarios Ay B (con las limitaciones que se 
indicarán al final de este artículo), el segmento AB se puede 
prolongar por el lado de A ó el de B. Si se efectúa esta prolon¬ 
gación primero por el extremo B hasta el punto C, y después, 
nuevamente, desde B hasta otro punto D, de los dos segmen¬ 
tos obtenidos BC y BD, uno de ellos tiene todos sus puntos so¬ 
bre el otro. Si se prolonga el segmento AB por el extremo B 
hasta C y por el A hasta otro punto E, dicho segmento AB tie¬ 
ne todos sus puntos en el nuevo segmento que determinan los 
puntos C y E. De este modo obtenemos tres nuevos axiomas, 
últimos de este artículo, que pueden enunciarse como sigue: 

VI. Si A y B son puntos arbitrarios, se puede elegir el pun¬ 
to C de tal modo, que B quede en el interior del segmento AC (**). 

VII. Si el punto B es interior á los dos segmentos ACy AD, 

_ _ . . _ .ó el punto C pertenece al segmento AD, ó el 

A b c n p Un f 0 j) pertenece al segmento AC (***). 

VIII. Si el punto B está en el interior del segmento AC y el 

(*) ' Véase el final dol § 12. 

(**) Es decir; el segmento A fí se puede prolongar por el extremo B.— 
(N. T.) 

(***) Propiedad equivalente á la antes enunciada en segundo lugar, 
relativa á las dos prolongaciones por un mismo extremo. — (N. T.) 
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punto A está en el interior de BD, y se unen los puntos C y D 
por un segmento rectilíneo, el punto A está 


da b c en es te segmento, y lo mismo ocurre al B (*) 

5 . Definición 2. a Diremos que tres puntos forman una 
serie rectilínea, si uno de ellos está en el interior del seg¬ 
mento rectilíneo limitado por los otros dos. 

Teorema 3 .°—Si tanto los pantos A, B y C, como los A, B 
y D, forman series rectilíneas , igual sucederá con los pun¬ 
tos A, C y D y con losB, C y D. 

En efecto; en virtud de la hipótesis (Def. 2. ), están: o A en 
el interior de BC, ó B en el interior de AC, ó 0 en el de AB. 
Por idéntico motivo, ó está A en BD, ó B en AD, ó D en AB. 
Supongamos, primero, que C y D estén en el segmento 

En tal caso, ó está D en BC (Ax. V) y, 


c d b p or consiguiente, C en AD (T. l.°), con 

lo cual la proposición está demostrada, ó bien está D en A C,y 
. . -t o /m„A,.t 0 nonn ni sp.erncnto BD. 


xu cucii m prupuaioiuii --7. 

en virtud del mismo teorema l.°, C pertenece al segmento BD, 
es decir, también se verifica el enunciado. 

Si C es interior y D exterior al segmento A B, podemos ad¬ 
mitir (permutando los nombres de estos puntos, si es preciso,, 
que el segmento AD pase por B ( ); pero 


a c~b ”” b entonces (Ax. IV) también está Gen AD, 

y además (T. l.°) B en CD, luego también en este caso apa¬ 
rece la existencia de las series AGD y BCD. 

Si 6’está fuera del segmento A B, podemos suponer (permu¬ 
tando, si es preciso, las letras A y B) que B está en A C. En 
tal supuesto, por formar ABD serie rectilínea, puede ocurrir: 

l.° Que A esté dentro d eBD, en cuyo caso 


_ _ J- • - 

d 1 i c a p ar ecen AD y BC como prolongaciones 

del segmento AB, y por el axioma VIII los dos puntos y 


(«i Esto enunciado es equivalente al antes dado en tercer lugar, re¬ 
lativo á la prolongación de AB por ambos extremos, si se tiene en cuenta 

Clicroema 2, ~( N - ^ ABD una serie rectilínea, de las tres dispo¬ 

siciones posites An BD, B en AD, D en d B), excluida la tercera por 
hipótesis, de no verificarse la segunda, sólo cabe que este A en BU, y, 
cambiando la notación de A y B, estará B en A J. . 

Nótese que este cambio no inauye en la valides de la^demostración y 
que asi quedará probado que BCD y ACD (en vez de ACD y BCD) son 
series rectilíneas, lo cual es lo mismo. (N. T.) 
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pertenecen al segmento CD, con lo cual está demostrada la 
cuestión. 2.° Que B esté dentro de AD, y, entonces, por ser 

. _ . _ _ _ • BC y BD prolongaciones hacia el mismo 

A B c D extremo B , se puede aplicar el axioma VII, 

el cual nos dice que G está en A D (y, por tanto, e\\BD(T. I. 0 )),. 
ó D está en AC (y, por igual razón que antes, en BC), y en 

. _ . __ ambos casos resulta que A CD y BCD son 

a b d o ser ¡ es rectilíneas. 3.° Que D esté dentro 

de AB y, por consiguiente, en AC (Ax. IV) y, entonces, el 

____teorema l.° demuestra que B está dentro 

A D B 0 de CD y también en este caso es cierta la 

propiedad. 

En la hipótesis hecha respecto de los puntos A, B y C, 
el segmento rectilíneo ó camino recto que determinan los pun¬ 
tos Ay B, convenientemente prolongado si es preciso, conten- 
' drá al punto C. Por esto diremos que el punto C está en la 

línea recta de los puntos A y B ó, más brevemente, en la 

línea recta AB, ó en la recta AB (Def. 3. a ). El mismo signifi¬ 
cado tienen las expresiones siguientes: la recta A B pasa por C, 
Oes un punto de la recta AB, O está'en AB, etc. Igualmente 
diremos que A está en la recta BC, B e n la AC y C en la AB. 

Teorema 4 .° — Por dos puntos arbitrarios, C y D, se puede 
trazar siempre una línea recta. 

Estos dos puntos C y D, determinan un segmento (Ax. I) y 
en él se puede tomar un punto A (Ax. II). Análogamente, en 

_ _ . _ . el segmento determinado por A y C (Ax. I), 

B A D se puede tomar el punto B (Ax. II). Tene¬ 

mos así dos series rectilíneas (Def. 2. a ); una, la' ABC, por 
construcción, y la otra, la ABD, en virtud del teorema l.°. 
Luego, según la definición últimamente dada, la recta AB 
pasa por C y D. 

La demostración es completamente análoga si se toma A 
de modo qu,e C esté en el interior de AD (Ax.' VI) y Use elige 

_ _ _ _ _ _ de manera que D esté en el segmento AB-, 

A 0 D B pues, entonces, la serie rectilínea ABD 
está construida y la ABC resulta de la aplicación del axio¬ 
ma IV. 

Teorema 5 .°—Toda recta está determinada por dos cuales¬ 
quiera de sus puntos. Es decir, todas las rectas que tienen dos 
puntos comunes, coinciden. 
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Sea A' un punto de la recta AB (por consiguiente, A un 
punto de la A'B). Si C es también un punto de AB, puede su¬ 
ceder que sea distinto de A' ó no. En el primer caso, por defi¬ 
nición, son series rectilíneas ABC y ABA', y, en virtud del 
teorema 3.°, también lo es BOA'-, luego, según la definición de 
linea recta, Cestá en la recta A’B. Si convenimos en llamar 
también á AyB puntos de la recta AB y, por consiguiente, á A 
punto de la recta A' B, resulta que, también en el segundo caso 
(que C coincida con A'), es C punto de la recta A B. (Aun pu¬ 
diera suceder, dentro del primer caso, que Coincidiera con A 
ó B • aunque esto en nada altera la conclusión, lo supondre¬ 
mos, no obstante, distinto de A y B.) Resulta, pues, que todos 
los puntos de la recta AB pertenecen á la A B y, de igual 
modo, todos los de ésta son de aquélla. Siendo, por consiguien¬ 
te, idénticas las expresiones «Cestá en AB» y «Cesta en A B», 
podemos decir que las dos rectas AB y A'B coinciden. Sen¬ 
tado esto, si se toman los dos puntos A' y B arbítranos en la 
recta AB, también coinciden las dos rectas AB y AB (■). 
Finalmente, también coinciden las dos rectas AB y Cü si am¬ 
bas pasan por los puntos A y B (• ■). . 

Frecuentemente, se emplea una sola letra para designar la 
recta, en vez de nombrar dos de sus puntos. Si AyRspn pun¬ 
tos de la recta r, diremos que la recta r ó AB(T. > une 1° 
puntos A y B. Todos los puntos del segmento A B pertenecen a 
la recta r (Del. 3. a ), por cuya razón se dice que este segmen- 
to es un segmento de la recta ?. 
Gráficamente, se representa cada 
recta por uno de sus segmentos. 

Si dos rectas g y li tienen un 
punto común A, no pueden tener 
ningún otro además (T. 5.°), y, 
en tal caso, se dice que las dos 
Fig. i- a rectas se cortan ó se encuentran 

en el punto A; éste se llama punto de intersección de am- 
bas, y se le suele designar por gh (fig. !. )• 



(*, Pues según lo demostrado, todo punto de *%**»$■*'* 

y CD.—(N. T.) 
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7. Consideremos ahora una sola recta r, y sean A, B y C 
puntos de la misma, con lo cual, en virtud del teorema 5.°, el 
punto C está en la recta AB. Estos puntos forman, pues, una 
serie rectilínea (Def. 2. a ), es decir, A está dentro del segmento 

r — __ _ _ _ BC, 6 B está dentro del AC, ó Cestá den- 

A 0 B tro del AB. Si sucede, por ejemplo, esto 
último, se dice que C está en la recta r, entre A y B ó, tam¬ 
bién, que A y C están al mismo lado de B ; que B y C están 
al mismo lado de A, y que A y B están á distintos lados de C. 
Mas, en tal caso, no está A entre B y C, ni B entre A y C. 

Resultan, pues, los siguientes teoremas: 

Teorema 6.° — Si tres puntos están en línea recta , uno de 
ellos está, entre los otros dos. 

Teorema 7 .° — Si A, B y C son puntos de una recta y C está " 
entre A y B, A no está entre B y C, ni B está entre Ay O. 

H. Si en lugar de los conceptos primeramente introduci¬ 
dos, relativos á segmentos, ponemos estos otros: 1) punto de 
una recta; 2) punto de una recta, situado entre dos de la mis-, 
ma, podemos enunciar en otra forma todas las proposiciones 
anteriores. 

Comenzando por los axiomas I á VI, su contenido viene 
expresado, salvo lo expuesto ya en los teoremas 4.° á 7.°, por 
los cuatro siguientes teoremas: 

Teorema 8 .°—Dados en una recta dos puntos A y B, se pue¬ 
de siempre elegir en ella un punto C situado entre aquéllos. 

Teorema 9 .°—Dados en una recta los puntos A y B, se pue¬ 
de hallar otro punto C de la misma, tal que A esté entre B y C. 

Teorema 10. 0 — Si A ; B, C y D son puntos de una recta, el C 
está entre los A y B y el D está entre los A y C, el D está tam¬ 
bién entre los A y B. 

Teorema 11 . 0 — Si A, B, C y D son puntos de una recta y los 

. _ _ _ _ _ C y D están entre los A y B, sin que el D esté 

A 0 D B entre los A y C, el D estará entre los B y C. 

Estos dos últimos teoremas se pueden substituir por uno solo, 
que se deduce de los 6.°, 10.° y 11.° En efecto, sean A, B, Ó 
y D puntos en línea recta, de los cuales D está entre A y B\ 
en virtud del teorema 6.°, ó C está entre A y B, en cuyo caso 
tiene aplicación el teorema 11.°, ó A está entre B y C y, por 
consiguiente, D entre J5yC(T. 10.°) ó, por último, B está en¬ 
tre A y C y, por lo tanto, D entre A y C (T. 10.°). 
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Resulta, pues, el siguiente 

Teorema 12.°—® los puntos A, B, C y D están situados en 
una recta y el D está entre los AyB, también estará entre los A 
y C ó entre los B,y C. 

Hemos dicho que este teorema puede substituir á los dos 
anteriores. En efecto, el teorema 11.» está evidentemente in¬ 
cluido en él; en cuanto al 10.°, se deduce fácilmente del 12. 
junto con el 7.° del siguiente modo: sean A, B, Cy D cuatro 
puntos de una recta que cumplen las condiciones supuestas 
en el teorema 10.° Por estar C entre A y B, ó esta C situado 
entre A v D ó entre B y D (T. 12.°). Por estar A dun ia hi¬ 
pótesis, entre A y C, en virtud de dicho teorema 12 D esta 
entre Ay B 6 entre B y C. Ahora bien; del primer dilema no 
puede verificarse la primera conclusión, según el teorema i. , 
por estar D entre iyC, posición incompatible con la de 6 en¬ 
tre Ay D- luego se verifica la segunda, esto es, C está entre 
B y D. Esto indica que D no puede estar entre B y C (por el 
mismo teorema 7.°), luego sólo es válida la segunda posición 
asignada por el dilema segundo, esto es, D está situado entre 

AyB. 0 

De los teoremas 7.°, 10.° y 11.° ó de sus equivalentes 7. y 
12.°, se deduce el siguiente, que corresponde al l.° en el orden 
de ideas establecido por los nuevos conceptos de recta, punto 
situado entre otros dos, etc., introducidos en substitución de 
los primeramente establecidos de segmento, serie rectilínea, 
6tcét6I*cl • 

Teorema 13 .°—Si los puntos A, B, C y D pertenecen á una 
recta y están G entre A y B, y D entre B y C, el punto C está si¬ 
tuado entre A y D (*). 

Al séptimo axioma corresponde el siguiente 

Teorema 14.°— Si A, B, C y~D son puntos de una recta y el 
B está al mismo tiempo entre los A y C y entre los AyT>, el A 

no está éntrelos C y D. . 

Este se deduce fácilmente de los teoremas 7. y 1¿. , si se 
utiliza el últimamente enunciado. En efecto; si estuviese A en- 


(*) He aquí cómo puede deducirse fácilmente: por estar C entre A y B, 
ó está situado entre Ay D, ó entre B y D (T. 12£ en el que 
las letras C y D); pero, lo segundo no puede verificarse por estai D entoe 
B y C (T. 7.°), luego C está entre A y D.—(N. T.) ■ 
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tre C y D, como, además, está B entre A y G, por el teore¬ 
ma 13.° (*) debería estar situado A entre B y D, resultado 
contradictorio (T. i.°) con la hipótesis hecha de estar i? entre 
Ay D. 

Dentro del mismo supuesto del teorema anterior, ó está C 
entre Ay D (T. 6.°) y, por consiguiente, entre B y D (T. 13.°),. 
ó está D entre A y C y, por tanto, entre B y C (T. 13.°). Es de¬ 
cir, en ningún Caso entre C y D (T. 7.°). 

Resulta, pues, el siguiente 

Teorema 16. 0 — Si de los puntos A, B, C y D situados en 
línea recta, el B está entre los A y C y, al mismo tiempo, entre 
los A y D, no puede estar entre los C y D. 

Si en este enunciado se permutan las letras B y D, resul¬ 
ta un complemento del teorema 12.°, según el cual las dos po¬ 
siciones posibles del punto D (estar entre A y G, ó entre B y C) 
se excluyen mutuamente. Y obsérvese, que este complemento 
se ha deducido apoyándose únicamente en los teoremas 6.°, 
7.° y 12.° , 

Finalmente, al axioma VIII, último de los relativos á la 
recta, corresponde el siguiente 

Teorema 16.°— Si A, B, O y D son puntos de una recta, el A 
está entre los B y C y el B entre los A y D, el A estará entre los 
O yD. 

Esto se deduce de los teoremas 6.°, 7.° y 12.° Pues, de no 
estar A entre C y I), en virtud del teorema 6.° podría ocurrir: 

1. ° Que C estuviera entre A y D, por consiguiente, entre B 
y D (teoremas 7.° y 11.°) y, por tanto, B entre A y G(T. 13.°). 

2. ° Que D estuviera entre A y C y, como consecuencia, B en¬ 
tre los mismos A y G (T. 10.°). Ambas conclusiones son incom¬ 
patibles con la hipótesis de estar A entre B y (7(T. 7.°). 

O. Mientras que para la determinación de un segmento 
son necesarios sus dos extremos, para la de la recta se pueden 
tomar dos cualesquiera de sus puntos. Debido á esta circuns¬ 
tancia, al axioma I substituyen los teoremas 4.°, 6.° y 6.°; 
en cambio, los IV, V, VII y VIII tienen por correspondiente 
sólo el teorema 12.°, y los II, III y VI los teoremas 8.°, 7.° y 
9.°, respectivamente. De la serie de teoremas 4.° á 9.° y 12.°' 


(*) Para aplicarlo á este caso, deben substituirse las letras A, B, Cy D 
por las D, C, A y B, respectivamente.— (N. T.) 
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ó sus equivalentes 4.° á 11.°, que han substituido á la serie de 
axiomas primeros, se pueden deducir las mismas consecuen¬ 
cias que de éstos. Demostraremos en este lugar únicamente 
dos que ofrecen especial interés. 

Teorema 17. 0 — Si se tiene en una recta un conjunto de cual¬ 
quier número (finito) de puntos, se pueden elegir dos de ellos , en¬ 
tre los cuales estén todos los demás. 

En efecto, tomados los puntos Ay B arbitrariamente entre 
los dados, en general habrá algunos de éstos que estén com¬ 
prendidos entre los A y B y otros que no. Si G es uno de los 
últimos, podemos admitir que B está entre A y G (T. 6.°) (*). 
Todos los puntos situados entre A y B lo están también entre 
A y C (T. 10.°) y, además, el mismo B, y aun pueden estarlo 
otros de los dados. Si todavía queda una parte de éstos no 
comprendida entre A y G, se substituye A ó C por uno de 
ellos, y así sucesivamente. 

Teorema 18. 0 — Si se tiene en una recta un conjunto de cual¬ 
quier número de puntos, se pueden tomar en ella dos puntos, 
entre los cuales estén todos los dados. 

En efecto, se pueden tomar dos de los puntos dados en¬ 
tre los cuales estén todos los demás (T. 17.°); sean, por ejem¬ 
plo, E y F. Elijamos ahora en la recta dada el punto M, 
tal que E esté entre F y M (T. 9.°), y después el punto JV de 
modo que F esté entre M y N { T. 9.°). Según el teorema 10. , 
todos los puntos situados entre L y F se encuentran también 
entre M y F y, por consiguiente, también entre M y N(T. 10. ). 
Esto mismo sucede con los puntos E (T. 10.°) y F; luego todos 
los puntos dados están entre My N. 

lO. Los teoremas 4.° y 5.° caracterizan la línea recta. Por 
el contrario, los teoremas 6.° á 11.° se verifican para toda lí¬ 
nea limitada (que no corte ni sea tangente á la misma). Si se 
toman tres puntos A, B y G en una línea de esta naturaleza, 
uno de ellos estará entre los otros dos; si está 6 entie A y B, 
no está A entre B y C, etc. También se verifican, por consi¬ 
guiente, todas las proposiciones fundadas exclusivamente en 
dichos teoremas 6.° á 11. 0 

Si, por el contrario, se eligen tres puntos A, B y 6 sobre una 


(*) Pues de estar A entre B y C, bastaría permutar los nombres de A 
J B.-(N. T.) 
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línea cerrada (que no se corte ni sea tangente á sí misma), ca¬ 
rece de sentido decir, por ejemplo, que C está entre A y 5; 

porque desde A hasta B hay 
sobre aquella línea dos cami¬ 
nos, de los cuales uno pasa 
por G y el otro no. Sin embar¬ 
go, se puede establecer un 
concepto análogo. Tomemos 
en la línea dada un punto ar¬ 
bitrario E, y-, convengamos en 
considerar únicamente los ca¬ 
minos excluidos por él. En¬ 
tonces hay sólo un camino des¬ 
de A hasta B ; si éste pasa 
por C, C estará entredi y B, dentro del convenio establecido, 
y diremos que C está entre A y B (ó B y A) por exclu¬ 
sión de E. Llamaremos al punto E punto límite. 

Con el nuevo concepto podemos operar como con el relati¬ 
vo á la línea limitada, y los teoremas 6.° á 11.° son nueva¬ 
mente aplicables si en ellos se introduce la consideración del 
punto E y se agrega siempre «por exclusión de E», ó bien, 
«respecto del punto límite E». 

El nuevo concepto se refiere á cuatro puntos A, B, C y E 
de una línea cerrada, y se aplica cuando de los caminos que 
van de A á B, uno pasa por C y no por E; pero, entonces, el 
otro camino pasa por E y no por C, es decir, que, respecto del 
punto límite C, está E entre Ay B. Resulta, pues, que el mismo 
papel desempeña el punto E respecto del C, que éste respecto 
de aquél; y como no se puede ir de A á B sin encontrar á uno 
de ellos, diremos que Ay B están separados por C y E 
(ó Ey C). 

Refiriendo ahora dos teoremas 6.° á 11.° á la línea cerra¬ 
da, obtendremos las siguientes proposiciones designadas pol¬ 
las letras b á f, á las cuales hacemos preceder otra, válida 
para la línea cerrada, exclusivamente. 

a) Si C está entre A y B, por exclusión de E, E estará entre 
A y B, por exclusión de C. 

' En ésta, como en las siguientes proposiciones, nos referi¬ 
mos solamente á puntos de una línea cerrada única y á sus po¬ 
siciones sobre la misma. 
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b) Respecto del punto límite E, ó A está entre B y C, 6 B 
está entre A y C, ó C está entre A y B, y cada una de estas po¬ 
siciones excluye á las otras dos. 

c) Si, respecto del punto límite E, el punto C está entre A 
y B y el punto D está entre A y G, el D está también entre A y 
B, con relación al mismo punto límite E. 

d) Si, respecto del punto límite E, los puntos C y D están 
entre A y B, el punto D estará entre A y O, ó entre B y C, con 
relación al mismo punto límite E. 

e) Dados tres puntos A, B y E, se puede elegir el C de modo 
que esté entre A y B, respecto del punto límite E. 

f) Dados tres puntos A, B y E, se puede elegir el D de modo 
que B esté entre A y D, respecto del punto límite E. 

Esta última proposición, aparece ahora como dependiente 
de las anteriores, pudiendo deducirse de las a), b) y e). Para 
ello se deduce primero de las a) y b) la siguiente conse¬ 
cuencia: 

g) Si A y B están separados por C y E, también C y E lo es¬ 
tán por A y B. 

En efecto; según la hipótesis, C está entre A y B, respecto 
, del punto límite E, y, por tanto, a), E está entre A y B , con 
relación al punto límite C. Según b), no están, pues, B y C 
separados por A y E, ni tampoco B y E por A y C. Por consi¬ 
guiente, según a), no está E entre B y C, ni C entre B y E, res¬ 
pecto del punto límite A: Queda, pues, como único caso posi¬ 
ble b), que B esté entre C y E, respecto de dicho punto lími¬ 
te E, es decir, que C y E estén separados por B y A (ó A y B). 
La observación enseña, en efecto, que así se verifica, desde el 
momento en que A y B están separados por C y E ; pero el em¬ 
pleo de las proposiciones á) y b) conduce al mismo resultado. 

Ahora bien; dados E, B y A, podemos elegir D, e), de tal 
modo que esté entre B y E, por exclusión de A, esto es, que B y 
E estén separados por D y A, y, por consiguiente, I) y A por B 
y E, g) } es decir, que B esté situado entre A y D, por exclu¬ 
sión de F. 

De los teoremas 6.°, 7.°, 10.° y 11.°, fueron deducidos los 
P2.°ál7.° Con las proposiciones b), c) y d) se puede proceder 
análogamente; délas así obtenidas mencionaremos únicamen¬ 
te estas dos, que corresponden á los teoremas 12.° y 15.° 

h) Si, respecto del punto límite E, D está entre A y B, pero 
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no entre B y C, estará entre Ay C, con relación al mismo 

punto límite. 7 

i) Si, respecto del punto límite E, D está entre Ay y, 
mismo tiempo, entre Ay O, no está entre B y C, con relación al 
mismo punto límite. 

Utilizando ahora la proposición g ). se deduce: Si l y 
están separados por A y B, pero no por B y C, D y E lo están 
por A y C (*); si D y E están separados por A y B y por A y L, 
no lo están por B y C; si D y E no están separados por A y G 
ni por By C, tampoco lo están por A y B. Es decir * 

k) A y B están separados por uno de los pares LE y E>e, 
pero no por el otro, A y B están separados por C y D. 

l) A y B están separados por los pares CE y DE, ó no lo 
están por ninguno de ellos, tampoco están separados por C y D. 

De otro modo: si el par AB está separado por el CD, tam¬ 
bién lo está por uno de los pares CE y DE, pero no por el otro. 

Las proposiciones a) á e) pueden ser consideradas como 
axiomas; de ellas §e han deducido las designadas por f) á ZJ. 
Así como los teoremas 10.° y ll.° se deducían de los 7 o y 12. 
las proposiciones c) y d) son consecuencia de las b) y h) ó 
también de las a), b) y le), puesto que la h) lo es de las g) y Te), 
y la g) lo es de las a) y b). Así, pues, con la ayuda de las pro¬ 
posiciones a), b), l) y le), exclusivamente, se pueden demos? " 
trar todas las restantes proposiciones del grupo a) kl). 

11. Mediante la consideración de un punto fijo L, se ha lo¬ 
grado extender á la línea cerrada los conceptos adquiridos en 
la línea limitada;, aparece así la línea cerrada mediante la 
exclusión del punto E, como completamente análoga ala linea 
limitada. Y todavía se puede, recíprocamente, extender á la 

línea limitada el concepto de puntos separados; los teoremas 

1c), y l) enseñan de qué modo puede hacerse esto. Limitán o- 
nos ahora á la línea recta, podemos dar la siguiente defini¬ 
ción: , , . n 

Definición 4. a —Si, en una recta, uno de los puntos t \ 


(*) Según g), A y B están separados por D y E, mas B y C no lo están 
ñor D v A; es decir, respecto del punto limite JE, D está entre A y B, pero 
no entre B y C, luego h) está entre AyC,6\o que es lo mismo, A y 
están separadas por D y E, y reciprocamente g). Análogamente puede 
procederse para los dtros casos. (N. T.) 
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está entre A y B, pero no lo está el otro, diremos que los pun¬ 
tos A y B están separados por los 6 Y y D, ó que C está en¬ 
tre A y B por exclusión de D, ó respecto del punto de li¬ 
mite I). 

La posibilidad de permutar A con B, y C con B, esta fun¬ 
dada en la misma definición. Por consiguiente, la proposición 
a) es aplicable á la linea recta, y debe demostrarse que tam¬ 
bién las proposiciones b), l) y V conservan su validez. Con 
esto, sin más demostración, quedará probado que todas las 

proposiciones a) á l) subsisten. 

Teorema 19.» Si A, B, C y E son puntos de una recta, es¬ 
tán separados B y C por A } E, í C y A por B y E, o A 
y B por C y E, y cada una de estas posiciones excluye a las 

otvcts Ó/OS» i 7) i i i 

En efecto, se puede designar á los puntos A B y C de tal 
modo, que A esté entre B y C <T, 6.»). Haciéndolo as! o B 
está éntre C y E, ó O está entre Bj E o E está entre B y C 
(T. 6.°). En el primer caso, están B entre ¡ C y ,5 
V C- por consiguiente, A entre Cy E (T. 10.") y «entre A y E 
T. 13.°); resulta, pues (T. 7.» y D. 4. a ), que « y C están sepa¬ 
rados por A y E, pero ni Cy A lo están por B y B, m A y B 

P ° l e'Í segundo caso resulta de trocar 2» y C y, por tanto, con- 
duce ai mismo resultado. „ ^ oonsi- 

guíente, A está entre B y A * y l ) d 

entre B y Ey, por tanto, £ entie ¿ y.^ t h 6 
T 7 o v la D 4 a ¿ Y O estarán separados por B y E, peí o 
1. (. y laU.4. , y 4 (7 y J?. Si estu- 

no lo estarán B y 6 poi ^1 y B, ^ •» ^ ^ 

viera A entre C y E, estarían sepaia o . _ _ o a ’ 

pero no B v C por ,1 y E, ni A y C por B y £ (T. «. y »• 4. )• 
Teorema 20 »—Si A, B y E son puntos de una recta, se pue¬ 
de e^Zreella el punto C, * Wo A y B «*. srpn- 

no está entre A y B, se elige Centre Ay 

fl (T 8 ó) Si-B está entre A y B, se elige C de modo que B 
n [L. ». ). 81 u r /m 9 Y, por tanto, que 

quede entre Ay C, 6 A entie B y • ’ , « están 

~ . , t „ « rr 7 °'l En ambos casos, A } JJ están 

C no esté entre A y B i 1 - *• ;• iJU 

"•sskííss; '**—• *»»*•“ 
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rodos por los de uno de los pares CE y DE, pero no por el otro, 
lo estarán por C y D. 

En efecto; supongamos, por ejemplo, que A y B están se¬ 
parados por G y E, mas no por D y E. Si C está entre Ay B, 
en cuyo caso E no lo está (D. 4. íl ), tampoco D estará entre A 
y B. Si, por el contrario, no está C entre A y B, entre ellos 
estará E (D. 4. a ) y, por consiguiente, también D. 

En ambos casos, según la definición 4. a , Ay B están sepa¬ 
radas por G y D. 

Con esto queda efectuado el paso de las proposiciones a), 
b), e) y le) & las que se refieren á los puntos de una recta. 

Sin necesidad de más razonamiento, se unen á las tres 
proposiciones obtenidas las consecuencias que corresponden á 
las restantes proposiciones del grupo anterior. Las g) y l) dan 
lugar á las dos siguientes: 

Teorema 22 .°—(Recíproco del anterior), Si A, B, C, D y E 
son puntos de una recta , y los A y B están separados por los C 
y D, también lo estarán por uno de los pares CE y DE, pero no 
por el otro. 

Teorema 23 .°—Si A, B, C y E son puntos de una recta , y 
los A y B están separados por los C y E, también los C y E lo 
están por los A y B. 

En virtud de estos resultados, puede considerarse la recta 
como si fuese una línea cerrada. 

Vi. En el curso de la exposición, se han agregado á los 
conceptos geométricos primeramente introducidos otros nue¬ 
vos que, sin embargo, se han reducido á aquéllos. Los llama¬ 
remos conceptos derivados, y á los otros conceptos fun¬ 
damentales. Los conceptos derivados han sido definidos, 
utilizando para ello siempre los precedentes, pero ningún 
otro, y cuantas veces se ha hecho aplicación de un concepto 
derivado, ha sido refiriéndose, inmediata ó mediatamente, á 
su definición; sin tal referencia, no hubiera sido posible la de¬ 
mostración correspondiente. Los conceptos fundamenta¬ 
les no han sido definidos; pues no hay definición alguna 
capaz de sustituir á la observación de objetos naturales ade¬ 
cuados, la cual se apoya exclusivamente en la comprensión 
de conceptos simples que no pueden ser reducidos á otros. 
Cuando Euclides dice: «Punto es lo que no tiene parte alguna; 
línea es una longitud sin anchura; línea recta (segmento) es la 
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que se apoya uniformemente en todos sus puntos-, define los 
citados conceptos por medio de propiedades que 
ni en ulteriores desarrollos, pueden comprobarse En efecto 
en ninguna parte se apoya en conocimientos de los que, fuera 
de los «Elementos», pueda adquirir el lector que por repetidas 
, . tono-a va formada de antemano idea de los 

observaciones no tenga ya ion recor- 

flCa La Matemática establece relaciones entre los conceptos 
matemáticos que deben estar de acuerdo con los hechos ex 
perimentales’, aunque en su mayor parte no se toman dn.c a- 
mente de la experiencia, sino que son «demostradas», loa 

basadas en la demostramón 103 601 e “ ded ’ cirse todos 

•"«; "“¿r—i 

.rsiíis" 

En el próximos. E n 

SC taL puntos estén separados por intervalos aprecia- 


*> HeoMUC^hasometidoáu^— 
ie B0deütung S der°geometrischen Axiome» f wUsmschaftncUe 

rortrage, de H. Helmholtü, 8.«r cuaderno. Brunswick, <b) 
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bles la restricción parece ociosa. Tal es, en efecto, lo que 
ocurre en las figuras de cuya observación se derivan los axio¬ 
mas; en ellas es, pues, aplicable siempre el teorema s, -único 
al que la restricción alcanza— La reiterada aplicación de 
este teorema hace perder, sin embargo, su primitivo carácter 
á la figura. Si A y B son puntos de la 
'a ó 2 k c b figura primeramente considerada, y en 
la recta AB se toma un punto Centre A y B; después uno C, 
entre 4 y G, uno C 2 entre A y C„ y así sucesivamente, cada 
vez se aproxima más al punto 4, y llega un momento en que 
hay que renunciar á nuevas intercalaciones (*). Resulta, pues, 
que el teorema 8.° no es aplicable un número cualquiera 
de veces á la misma recta. Indudablemente, no se puede 
marcar un límite perfectamente definido á tal aplicación; peio 
hay que guardarse de, porque no haya límite asignable bien 
determinado, deducir la no existencia de todo limite. 

Los conceptos geométricos fundamentales y los axiomas 
se adquieren sobre objetos, de los cuales se está, relativamen¬ 
te poco alejado; fuera de tal dominio, no es, pues, legitima su 
aplicación, si ulteriores razones no la consienten. Suponga¬ 
mos, por ejemplo, que se parte de un segmento rectilíneo Air, 
si lo prolongamos (A. VI) desde B hasta B¡; después, el BB„ 
desde JS, hasta B, Á¡ el ¡feS, desde B, hasta B„ y asi su <*si- 

__vamente, se irán obteniendo nuevos 

'a b b¡ b 2 b 3 segmentos AB { , AB%, AB 3 ., pero 

al cabo de cierto tiempo se llegará á un punto A„ tal que no 
se podrá hablar del segmento que lo une con el punto A, sin 
que este concepto pierda su carácter de fundamental. Es cier¬ 
to que se dice también (supuesto que á toda sucesión de seg¬ 
mentos rectilíneos, en la cual cada dos consecutivos compo¬ 
nen otro, se le llame, á su vez, segmento) que se pro onga el 
segmento AB hasta U„ el AB, hasta B„ el A B, hasta b 3 , y asi 
sucesivámente; pero esto no modifica nada, en realidad e 

modo de obtener los puntos B it B a , B „., pues si Bn s 

alejado demasiado de A, para hallar B„ + 1 no se puede ya u i- 
lizar A sino Bn- 1 - Por consiguiente, tampoco puede hacerse 
uso del’axioina VI (ó del teorema 9.°) (**) un número cual- 


(*) Véase la explicación circunstanciada en el § 23. 

(**) El teorema 20.° se funda en los 8.° y 9.° 
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quiera de veces en la misma figura, y aquí, como antes, no 
existe límite bien definido para esta aplicación. 

Los desarrollos que siguen, suponen siempre, como los 
anteriores, figuras cuyas partes están bastante próximas unas 
de otras, para que se sea posible un análisis directo de sus re¬ 
laciones geométricas (*). 

Todas las aplicaciones de la Geometría se pueden 


(*) Véanse Riemann: Über die Hypothesen, welche der Gcometrie zu 
Grunde liegen, 1854, Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gottingen, 1867, tomo XIII, pág. 15, o también Gesam- 
melte mathematische Werke, 1. a edición, 1876, pág 266; 2. a edición, 1892, 
página 284, y Klein: Mathematische Annalen, 1871, tomo IV, páginas 
576 y 624; 1873, tomo VI, pág. 134. (N. A.) (**) 

(**) Son tan interesantes los párrafos citados de la notable Memoria de 
Klein, «Über die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie», Math. Anna¬ 
len tomo 4.°, pág. 576, la cual, junto al trabajo citado de Riemann (cuyas 
ideas, apenas esbozadas por éste, desarrolla) constituyen los fundamentos 
de la Geometría llamada de Riemann ó elíptica , que nos parece oportuno 
reproducirlos á continuación: 

«.En el trabajo de Riemann se hace observar que de la carencia de 

límites del espacio no se deduce necesariamente su infinitud. Antes bien, 
seria concebible y no contradictorio con nuestro modo de ver, el cual se 
refiere siempre á una parte del espació solamente, que el espacio fuese 
finito y reentrante en si mismo; la Geometría de nuestro espacio aparece¬ 
ría entonces como la Geometría sobre una esfera de tres dimensiones si¬ 
tuada en una variedad de cuatro.» 

«Esta concepción, que también se halla en el trabajo de Helmholtz 
«Über die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen», Go- 
thinger Nachrichten, 1868, traerla por consecuencia, que la suma de án¬ 
gulos en el triángulo (lo mismo que en el triángulo esférico ordinario) se¬ 
ria mayor que dos rectos; v tanto mayor, cuanto más grande fuese el área 
del triángulo. La linea recta no tendría entonces ningún punto á distan¬ 
cia infinita, y no se podría trazar por un punto dado ninguna paralela á 

una recta.» , , , . 

«Una Geometría fundada en esta concepción, se colocaría al lado de la 
Geometría cuclidiana ordinaria, de modo completamente igual que la 
mencionada Geometría de Gauss, Lobatciiefskv y Bolyai. Mientras la 
última atribuye á las rectas dos puntos indefinidamente lejanos, en aquella 
no se admite ninguno. Como caso intermedio de transición entre ambas, 
queda la Geometría euclidiana; ésta supone en cada recta dos puntos con¬ 
fundidos indefinidamente lejanos.» 

«Empleando una expresión frecuente en la Geometría moderna, deben 
designarse estas tres geometrías, en lo sucesivo, con los nombres de hiper¬ 
bólica, elíptica y parabólica , respectivamente, según que los dos puntos 
del infinito de la recta sean reales, imaginarios ó coincidentes.»— (N. T.) 
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reducir á las conexiones de dichas figuras, cuestión 
ésta que no debe ser examinada aquí por extenso. No obstante, 
evidenciaremos, por medio de sencillísimas consideraciones, 
cómo conceptos y leyes geométricas que se comprueban en el 
interior de un campo limitado, pierden su validez por reitera¬ 
da ampliación del mismo. Supongamos que en una línea cerra¬ 
da (simple) se mueve uri observador, quien en todo momento - 
puede ver una pequeña parte de la línea, y, en general, no 
puede recorrer más que una parte de la misma, por lo cual 
no puede todavía saber que la línea es cerrada. Este observa¬ 
dor, dentro del camino por él contemplado en cada momento, 
llegará á adquirir nociones como las expuestas en las propo¬ 
siciones 6. a á 11. a para la línea 
recta, y las extenderá después á 
todo el campo á él accesible; final¬ 
mente, tratará de generalizarla á 
la línea en toda su extensión; 
pero, si tal hace, llegará, natu¬ 
ralmente, á una conclusión falsa. 
Sean, por ejemplo, Ay B puntos 
poco alejados uno de otro, y su¬ 
pongamos que, continuando el ca¬ 
mino AB por el extremo B, se lle¬ 
ga al punto M; si se dice, enton¬ 
ces, que B está situado entre A 
y M, y además, que A no está situado entre B y M, se niega 
con esto la posibilidad, realmente existente, de alcanzar el 
punto M, siguiendo el camino BA más allá del punto A. 

Esta observación merece tenerse 
en cuenta, entre otras cuestiones, en la 
siguiente: Si las figuras ABC y^CDA 
(no AI>C ) son congruentes (§ 13 ) (*) 
y los puntos B y í) están á distinto 
lado de la recta A C, ¿pueden tener 
las rectas AB y CD un punto común? 

Las figuras ABCD y CDAB son con¬ 
gruentes, y los segmentos rectilíneos AB y C1) no tienen nin- 




(*) Esto es, pueden superponerse de modo que coincidau todos sus ele¬ 
mentos.— (N. T.) 
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gún punto común. Sentado esto, suele razonarse así: Si las 
rectas AB y CD tuviesen común el punto M , las figuras 
ABCDM y GDABM serían congruentes y M estaría situado 
fuera del segmento AB; si, por ejemplo, estuviera B entre A 
y M, también estaría 1) entre G y M, luego D y M quedarían 
al mismo lado de BO, y lo mismo A y M (* (**) ), esto es, A esta¬ 
ría entre B y M, lo cual no es posible. 

Sin embargo, no queda con esto resuelta la cuestión; pues 
quizás no sea lícito aplicar algunos conceptos geométricos y 
proposiciones del modo como se acaba de hacer. 

Adición al § 1. 

En la época en que se compuso esta obra no se apreciaban 
aún en todo su alcance los postulados en ella incluidos, cuya 
importancia hemos hecho resaltar. El ensayo realizado con¬ 
duce, á pesar de la exclusión de las figuras curvas, á una in¬ 
esperada porción de particularidades. 

En el § 1 hemos analizado la materia tan por extenso, que 
se ha llegado á escudriñar hasta los últimos elementos. No era 
conveniente seguir exactamente el mismo procedimiento en 
los restantes artículos. Si hubiésemos continuado este análi¬ 
sis, no hubiera podido pasar inadvertido que los hechos, me¬ 
diante los cuales queda justificada la posibilidad de las cons¬ 
trucciones, no están completamente estudiados. Muchos de 
ellos se han enunciado en los axiomas I, II y VI del § I, en 
todos los del § * y en los II, IV, VIII y IX del § 14 , pero han 
quedado sin enunciar explícitamente otros varios de la misma 
índole, por ejemplo, la propiedad «Dados dos puntos A y B se 
puede elegir otro C, de tal modo que A, B y C no pertenez¬ 
can á un segmento rectilíneo». 

Puede ser un ejercicio útil para el lector hallar los axio¬ 
mas que faltan, completando de este modo los principios fun¬ 
damentales de la Geometría proyectiva (• • )• 


(*) Por estar A y D al mismo lado de BC. (N. T.) 

(**) Más recientemente, en las ya clásicas obras de Hilbert y Schur ti¬ 
tuladas Grundlagen der Geornetrie , se enuncian, en efecto, la existencia 
de puntos fuera de la recta, y fuera del plano, como axiomas ó postula¬ 
dos fundamentales para la construcción de la Geometría de dos y tres í- 
mensiones. — ( N . T.) 
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13 . Vamos á considerar ahora un concepto geométrico 
más amplio que la recta, el plano. Con significación análoga 
á la dada al tratar de la recta, se dice del plano que es ili¬ 
mitado; pero si nos atenemos á la observación inmediata, sólo 
podemos conocer la superficie plana limitada. Según esto, se 
tratará, en primer lugar, únicamente de la superficie plana 
y de puntos de una superficie plana, y el concepto de 
«plano» será introducido después. 

Las siguientes proposiciones son, en parte, axiomas y, en 
parte, teoremas. Para la demostración de las últimas podemos 
hacer uso de las proposiciones sentadas en el § • as piime 

ras son expresión de algunas observaciones, que pue en a 
cerse fácilmente en las figuras planas. 

14. Por tres puntos arbitrarios, A, tí y C, puede pasar un 
plano, aunque no estén en una recta única. Si por A y tí se 
traza ahora un segmento rectilíneo, no es condición precisa 
que todos sus puntos estén en aquella superficie, peí o se pue 
de prolongar, en caso necesario, la superficie plana en una 
que contenga el segmento, es decir, todos sus puntos. 

Axioma I. Por tres puntos cualesquiera se puede hacei pa¬ 
sar una superficie plana. „ . 7 . 

Axioma II. Si por dos puntos de una superficie plana se ti a- 
za un segmento rectilíneo , existe una supeificie plana que 
tiene todos los puntos de la anterior y también el segmento. 






30 


§ 2. —DEL PLANO 


15 Sl se dan d °s superficies planas, puede un punto á 
estar contenida en las dos al mismo tiempo. En tal caso ve¬ 
mos siempre que el punto A no es el único punto común,'pro¬ 
longando, en caso necesario, una ó las dos superficies. 

Axioma III. Si dos superficiesplanas , P y p' tienen un pun¬ 
to común se puede asegurar que hay otro que está en una su¬ 
perficie plana con todos los puntos de la P, y en otra con todos 
tos de laV . 

Puede ocurrir, también que dos superficies planas conten¬ 
gan al mismo tiempo,tres puntos. En el análisis de este caso 
puede utilizarse una observación que también es necesaria 
para responder á la cuestión relativa al encuentro de líneas. 

Consideremos en una superficie 
plana tres puntos A, B y C, vér¬ 
tices de un triángulo, es decir, 
unidos de dos en dos por los seg¬ 
mentos rectilíneos AB, ACy BC. 
Sea DE un segmento rectilíneo 
contenido en la misma superfi¬ 
cie, y tal que contenga un pun¬ 
to i' 7 interior al segmento AB. En 
esta hipótesis, el segmento DE 
tiene siempre un punto común 
con el ACÓ con el BC, ó puede ser prolongado hasta un pun¬ 
to de esta especie. 

Axioma IV. Si se unen, de dos en dos, tres puntos A, B y C 
de una superficie plana por medio de los segmentos AB, AC 
y PC, y en la misma superficie hay un segmento DE que pasa 
por un punto interior al AB, elsegmento DE, ó una prolongación 
del mismo , pasa por un punto de uno de los segmentos AC ó BC. 

O de otro modo: Si A, B, C y D son puntos de una superfi¬ 
cie plana, y el punto E de la recta AB está entre los A y B, la 
recta DF pasa por un punto de los segmentos AC ó BC. 

Teorema l.°— Si los puntos A, B, C yD están en una super¬ 
ficie plana P, ig, al mismo tiempo, los A, B i/ C en otra P' pero 
sin estar en línea recta, existe una superficie plana que contiene 
todos los puntos de P' y también el punto D. 

5, eCt ° ; Si Gl pUnt0 D está en una de las rectas AJi, 

AL ó BC, la aplicación del segundo axioma demuestra la ver¬ 
dad del enunciado. Si el punto D no está en ninguna de di- 
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chas tres rectas, tomemos un punto F situado en la AB, entre 
los puntos A y B, y supongamos (Ax. IV) que la recta DF pasa 
por un punto, tal como el G, del segmento A C\ F y G son dis¬ 
tintos uno de otro, y D está en la recta FG. Según el axio¬ 
ma II, existe una superficie plana Q que contiene todos los 
puntos de P' y también F\ además, otra Q que contiene to¬ 
dos los puntos de Q y también C; finalmente, una que contie¬ 
ne todos los puntos de Q' y también I). 

Partamos ahora de tres puntos arbitrarios A, B y O, no si¬ 
tuados en línea recta, y hagamos pasar por ellos una superfi¬ 
cie plana. Si por los puntos A, B, C y otro I), distinto de 
ellos, se puede hacer pasar asimismo una superficie plana, no 
es para ello preciso que el punto D pertenezca á la primera, 
sino que, caso necesario, puede ésta prolongarse hasta conte¬ 
ner también el punto IJ (T. l.°). Por esto se dice que el pun¬ 
to D está en el plano de los puntos A, B y C , ó, simplemente, 
en el plano ABC, ó que el plano ABC pasa por D, que D es 
un punto del plano ABC, etc. 

Teorema 2.° —Por tres puntos se puede hacer pasar siempre 
un plano. 

Sean L, M y A r tres puntos cualesquiera. Si no están en 
una recta, sean A un punto de la recta LM, B uno de la L A 
y C uno de la MN; se puede, entonces, tomar una superficie 
plana que contenga los puntos L, M, X, y, por consiguiente r 
también los L, M, X, A, B y C. Si L, M y Arestán en una rec¬ 
ta, sean A un punto exterior á ella, B uno de la AL y Cuno de 
la AM ; se puede, en tal caso, hacer pasar una superficie pla¬ 
na por A, L y M, la cual pasa, por tanto, también por A, B, C, 
L, M y A r . En ambos casos, A, B y C son puntos que no están 
en línea recta, y L, M y iVestán en el plano ABC. 

Teorema 3.°— Todo plano está determinado por tres cua¬ 
lesquiera de sus puntos, no situados en línea recta. O, de otio 
modo: tres puntos que pertenezcan á la vez á dos planos están en 
una recta. 

Sean, en primer lugar, A' un punto del plano ABC, 
y A', B y C puntos que no pertenecen á una recta (por consi¬ 
guiente, A un punto del plano A'BC). Si en el plano A'BCse 
toma un punto D, distinto del A, los puntos A, B, C, D y A' es¬ 
tán en una superficie plana, luego D está en el plano ABC, y 
si llamamos á los puntos A, B y C «puntos del plano ABC», 
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podemos afirmar que cada punto del plano A BC pertenece, 
al mismo tiempo, al plano ABC] recíprocamente, también to¬ 
dos los puntos del plano ABC son del Á BC] luego es lícito 
decir que los dos planos ABC y A BC se confunden. 

Esto sentado, sean A', B' y C puntos cualesquiera del pla¬ 
no ABC, pero no situados en línea recta. El punto A puede 
estar en una de las rectas AB, AC y BC, y á lo mas en dos; 
supongamos que está fuera de la BC] entonces los dos planos 
ABC y A'BC se confunden. El punto B' está en el pla¬ 
no A'BC, pero no en las rectas A'B y A'C al mismo tiempo; 
si está fuera de la A' C, por ejemplo, los planos A' BC y A'B'C 
coinciden. Por ultimo, el punto C' está en el plano A'B' C, 
pero no en la recta A'B'] luego los planos A'B' C y A'B' C' son 
idénticos. 

Ordinariamente, para designar un plano se usa una sola 
letra. Si ^4, B y (7 son puntos del plano P que no están en lí¬ 
nea recta, el plano ABC se representa por V. 

15. Tomemos ahora, á capricho, dos puntos A y B en una 
recta r, y en un plano P, que pase por ellos, el punto C, ex¬ 
terior á la recta r. Si D es un tercer punto cualquiera de la 
recta r, se podrá hacer pasar una superficie plana por los 
puntos A, B y C, la cual pasará, además, por el punto D, es 
decir, que este punto está en el plano ABC ó P. Como lo mis¬ 
mo ocurre á todos los puntos de la recta r, se dice que la rec¬ 
ta r está en el plano P, que r es una recta del plano P, etcé¬ 
tera. 

Teorema 4.°— Una recta, que tiene dos puntos comunes con 
un plano, está contenida por entero en él. Ó, de otro modo: to¬ 
dos los planos que tienen comunes dos puntos, contienen la rec¬ 
ta que los une. 

Si la recta r no está contenida en el plano P, no puede te¬ 
ner con él más de un punto común. Cuando tiene uno A, y 
sólo uno, se dice que la recta y el plano se cortan en él; este 
punto se llama entonces punto de intersección de r y P, 
y se designa por rP ó Pr. 

Para la determinación de un plano puede utilizarse la rec¬ 
ta. Si r y C son, respectivamente, una recta y un punto da¬ 
dos, y tomamos, en la primera dos puntos arbitrarios A y B 
(distintos del C), por A { B y Cse puede hacer pasar un plano, 
el cual contendrá la recta r. 





Teorema o.° —Por una recta y un punto siempre se puede 
hacer pasar un plano. 

Si P es un piano que contiene ia recta r y el punto C, y, 
por consiguiente, los puntos A, B y C, no hay ningún otro pla¬ 
no que pase por r y C, si este punto está fuera de la recta AB\ 
en tal caso queda determinado el plano por r y C y puede ser 
designado por rC ó Gr. 

Teorema 6.°— Todo plano está determinado por una cual¬ 
quiera de sus rectas y uno cualquiera de sus puntos, no situado 
en ella. De otro modo: dos planos que fienen una recta común 
no tienen común ningún punto fuera de ella. O también: si un 
punto y una recta están en dos planos distintos, la recta pasa 
por el punto. 

Dos rectas r y s , que se cortan, están siempre en un plano. 
En efecto; si existe un punto de intersección rs, podremos to¬ 
mar en la recta s un punto arbitrario 6 (distinto del rs >, y el 
plano rC pasa entonces por los puntos C y rs; luego, también 
por la recta s. 

Teorema l.°—PÓr dos rectas que tienen un punto co¬ 
mún se puede hacer pasar siempre un plano. O también: dos 
rectas que no están en un plano, no tienen ningún punto 
común. ' 

Sean r y s dos rectas cualesquiera de un plano P. Si se 
toma sobre la recta s un punto arbitrario G (fuera de la r), el 
plano P es el mismo sG, y no hay ningún otro plano que pase 
al mismo tiempo por r y s. El plano de las dos rectas r y s 
puede designarse por rs; pero conviene no olvidar que la mis¬ 
ma notación se usa para el punto de intersección de las dos 
rectas, cuando éstas se cortan. 

Teorema 8.° —Todo plano está determinado por dos cua¬ 
lesquiera de sus rectas. 

10. Consideremos ahora dos planos P y Q, que tienen un 
punto común A. Si tomamos dos puntos cualesquiera B y O en 
el plano P y otros dos, también arbitrarios, VyE,en el pla¬ 
no «, pero tales que ni aquéllos ni éstos estén en una recta 
con A, según el tercer axioma, existe un punto F tal que, 
tanto los puntos A, B, C y F, como los A, D, E y P, forman 
figuras planas. Resulta, pues, que el punto Fe stá tanto en el 
plano ABC , como en el AVE; esto es, en los planos / y Q. 
Estos planos tienen, pues, la recta Al' común. 
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Teorema 9.°— Si dos planos tienen un punto común , tienen 
común una recta. 

La recta contiene todos los puntos comunes á los dos pla¬ 
nos. Se le llama línea de intersección, y á sus puntos, 
puntos de intersección de los dos planos. La recta de in¬ 
tersección de los planos P y Q se designa por PQ. 

Tres planos P, Q y R pueden tener común un punto A. Si A 
no es el único punto común, los tres planos tienen común una 
recta. Cuando los planos P, Q y R se encuentran sólo en el 
punto A, este punto se llama de intersección de los planos, y 
se le designa por PQR; en este caso, cada dos planos tienen 
una recta común y las tres rectas de intersección son distin¬ 
tas, pero se encuentran en el punto A. 

Sean ahora de un modo general tres planos P, Q y R, que 
se cortan de dos en dos: Si dos cualesquiera de las rectas de 
intersección, por ejemplo, las PQ y PR, tienen un punto co¬ 
mún A, en él se cortan los tres planos. Si la recta de intersec¬ 
ción de dos de los planos corta al tercero, el punto de inter¬ 
sección es, como antes, común á los tres planos. Si dos de las 
rectas de intersección se confunden, también se confunde con 
ellas la tercera. 

17. Un grupo arbitrario de puntos, ó de rectas, ó de pun¬ 
tos y rectas de un plano recibe el nombre de figura plana. 
Una figura plana puede ser ampliada, bien por la agrega¬ 
ción de otros puntos y rectas arbitrarias del mismo plano, 
bien por construcción, esto es, por la unión de puntos 
de la figura y por la obtención de los puntos comunes á sus 
rectas. Tales construcciones se reali¬ 
zan sin salir del plano. 

Para fijar la existencia del punto 
de intersección de dos rectas se aplica 
frecuentemente el siguiente teorema, 
que resulta inmediatamente del axio¬ 
ma IV. 

Teorema 10.°— Si A, B y C son 
tpes puntos no situados en una recta , 
D un punto de la teda AB, compren¬ 
dido entre los A y B, y r una recta del plano ABC, que pasa 
por D, pero no por A, B ni C, la recta r encuentra á la AC 
entre A y C, ó á la AB entre B y C. 
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En lo sucesivo no nos referiremos ni á los axiomas ni al 
teorema l.° de este artículo. De los nueve teoremas restantes, 
los 5.° á 8.° son consecuencias de los 2.° á 4.° En cuanto 
al 10.°, hay que formular la misma restricción que 
para el 8.° teorema del § 1. 

Añadamos aún algunas consecuencias que se relacionan 
con el teorema 10.° 

Teorema 11. 0 _ Si A, B y C son tres puntos no situados en 

una venta. A. un vunto de la recta BC comprendido entre los B 
y C, G, un punto de la rec¬ 
ta AC comprendido entre los A 
y G, y C, un punto de la rec¬ 
ta AB comprendido entre los 
A y B, los puntos A,, B, C, 
no están en línea recta. 

En efecto, el punto A x no 
puede estar en el interior del 
segmento J5, (7,, pues, de otro 
modo (T. 10.°), la recta BC 
sería cortada por la A B l en- 
tre Ay B 6 por la A O, entre A y C, (*). Del mismo modo se 
ve que ni el punto 1\ puede ser interior al segmento A,C U ni 
el C¡ al segmento A¡ B í (**)• 

Teorema 12. 0 — Si cuatro puntos A, B, C y D están en un 
plano, las rectas de uno, al menos, de los pares AD, BC, BD, 
AC y CD AB tienen un punto común. 

En efecto si tres de los puntos dados están en línea recta, 
hay tres, por lo menos, de los puntos indicados en el enuncia¬ 
do (***)/ Si no ocurre así y, por consiguiente, las rectas AD, 



(*) La aplicación del teorema 10.° hade hacerse substituyendo los ele¬ 
mentos B, C, D y r de su enunciado por Ips A u A,, C t y BC, respectiva¬ 
mente. — (N. T.) . 

(®) Estas conclusiones demuestran la verdad del enunciado, puesto 
que, según el teorema 6.° del § 1, si los tres puntos A v /ij t i peí tenecie 
sen á una recta, uno de ellos deberla estar entre los otros dos.-f.»-. ?■) 

(***) Si los cuatro puntos están en una recta, cada uno de ellos es co¬ 
mún á los tres pares de rectas contenidos en el enunciado. Si solo tres de 
los puntos, los A, B y C, por ejemplo, están en linea recta cada uno de 
ellos es común á uno de aquellos pares; el A al par A , , e a par 

BD, AC, y el C al par CD, AB.-(N. T.) 
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BD y CD son distintas, basta hacer ver que las rectas ¡CD y 
AB se cortan, cuando ni la recta A D y el segmento BC m ía 
recta BD y el segmento AC tienen un punto común. En tal 
hipótesis, si se prolonga el seg¬ 
mento AD, por el extremo D, has¬ 
ta el punto A', la recta AC será 
cortada por la BD de un punto M 
situado entre A' y C (T. 10.°), y el 
punto D estará fuera del segmen¬ 
to BM, puesto que, de no ser asi, 
la recta AD sería cortada por la 
CM en un punto comprendido en¬ 
tre los C y M, ó por la BC en uno 
entre los B y C(T. 10.°).No tenien- 
do pues, la. recta CD ningún punto común con el segmen¬ 
to A'M ni con el BM, tampoco lo tendrá con el segmento -A B, 
luego encontrará á la recta AB entre Ay B. 



Adición al § 2. 

(Véase Mathematische Amalen, 1897, tomo XLVIII, pag. 111-) 

TEOREMA 13 .°—Si A, B y C son tres puntos no situados en 
línea recta, A t un punto de la recta BC, entre B y C y B, un 
punto de la recta C A, enti e A y C, A, 
es distinto de AB t es distinto de B 
y las rectas A Y A y B,B son distintas 
y se cortan en un punto D, situado al 
mismo tiempo entre A y A x y entre B 
y B u que no está en ninguna de las 

rectas BC, CA y AB. 

En efecto; como A no pertenece á 
la recta BC, A x es distinto de A y, 
más general, de A, B, C y B„ y no está en ninguna dedas 
rectas AB y CA; análogamente, B, es distinto de A, y y 
no está en ninguna de las rectas A B y BC, por «mente 
son distintas las rectas A, A y B,B, y también las rectos 
(es decir, BC) y B¡B. Como los puntos A, A y 6 no esun 
en línea recta, determinan un plano A,A 6 , el cual contie- 
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ne las rectas AC y A, G, por consiguiente, los puntos i?, 
y B y, finalmente, la recta B,B. La recta B t B no pasa por 
ninguno de los puntos A„ A y C, y encuentra á la recta 
en entre A y G, y á la 4,0 en ü, no situado entre 4, y O; 
por consiguiente (§I,T. 10.°), la recta B,B encuentra á la 4,4 
en un punto D, situado entre 4, y 4 y, también, entre B, y B. 
Como B y 6'no están sobre 4,4, el punto D es distinto de B 
y 0 y, en general, de 4„ 4, 5 y 0; no pertenece, pues, á nin¬ 
guna de las rectas BC, CA y AB. 

Teorema 14.°—¿res cualesquiera de los puntos A, B, O 
y D no están en linea recta, la recta AD pasa por un punto A, 
del segmento B C y la recta BD por un punto del segmento CA, 
la recta CD pasará por un punto del segmento AB (fig. 9. ) 

En efecto; la posibilidad de la hipótesis resulta del teore¬ 
ma 13.° Recíprocamente, supuestas cumplidas las condiciones 
del enunciado, los puntos A u B„ 4, B y C son distintos, y 
queda cumplida, por tanto, la hipótesis del teorema 13. Según 
éste, las rectas 4,4 y B,B son distintas; éstas se cortan, por 
una parte, en un punto E, entre A t y A y , por otra, en , ue 
go D coincide con E y está entre A x y A. Como los puntos A, 

A y B no están en línea recta, determinan un plano A x AB, e 
cual contiene los puntos Cy D y, por consiguiente la rec- 
ta CD . Esta no pasa por ninguno de los puntos A„ A y ** Y 
encuentra á la recta 4,4 en D, entre 4, y 4, y á la recta A B 
en C, no situado entre 4, y B, luego (§ 1, T. 10. ) la recta CD 
encuentra á la A B entre A y B. 
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18 . Si se toman tres puntos A, B y C en una reota m, uno 
de ellos debe estar situado entre los otros dos. Según se indicó 
ya en el § I, se dice que los puntos A y B están al mismo 
lado del C cuando éste no está entre aquéllos y por el con¬ 
trario, que están á distintos lados del C cuando éste se halla 

enti e /1 y B. ,, Si .1, B y 6'son tres pun- 

Fijemos un punto V en la recta m. 01 j j 

tos de la recta m (distintos del V), de la posrcén relat va de 
dos pares de los formados por estos puntos, se deduce la del 

tercer par del siguiente modo: , . 7 

Si A y B están al mismo lado de V, y A y C a istmios la - 
dos, B y C están á distintos lados. Pues 6 A está entre B y V 

y por consiguiente, como Festá entre A y C, según lo dicho 
y, por consigu ei > B y C, 6 B está entre 

en el teorema 16. del £ *, v esta uuuo ^ j > 

A y V y, por tanto, como siempre está V entre A y C, se b un 
el teorema 13.° del § 1, Festá entre B y C. 

Si tanto A y B como A y C de? * V - f™ - 

bién Ti y G lo están. Pues si A y B estuviesen al mismo lado 
y B y O A distintos, también A y C estarían á distintos. 

■Si ionio A y B como A y C estón d distintos lados de \, B 
y C estarán al mismo lado. Pues, entonces, no están o sepa 
rados A, y V por B y 6', lo estarán A y 5 por y , y 
por B y F; luego B está entre C y F, ó C está entre B y • 
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Cuando los puntos A y B están en la recta m del mismo 
lado del V, se puede decir que B está en la semirecta VA 
(no en la A V ). Si A' es un punto cualquiera de la semirec- 
ta VA y consideramos también el punto A como de la semi- 
recta VA, todo punto de ésta lo es de la VA', y recíproca¬ 
mente; puede, pues, tomarse cualquier punto de la semirec- 
ta VA, en sústitución del A, para designarla. Si los A y C 
están en la recta m á distinto lado de V, todo punto de la rec¬ 
ta, distinto del V, pertenece á la semirecta VA ó á la opues¬ 
ta VG. 

Hagamos pasar ahora un plano P por la recta m y tome¬ 
mos en él dos puntos Ay B fuera de la recta m. Si esta recta 
no encuentra á la AB entre A y B, se dice que los puntos A 
y B están del mismo lado de la recta ra; si m corta á la rec¬ 
ta AB en un punto comprendido entre A y B, se dice que los 
dos puntos Ay B están á distintos lados de m, ó que m pasa 
entre A y B. Si A, B y C son puntos del plano P (no situados en 
la recta m), se verifica que: si A y B están al mismo lado de m 
y A y C á distintos lados, B y C están al mismo lado (§§ 2, lO). 
Si tanto A y B como A y C están al mismo lado de m, también 
lo están B y C. Por último, si tanto A y B como A y C están á 
distintos lados de m, B y C están al mismo (§ 2, T. 10.°). Si, 
como antes, tomamos un punto V en la recta m, resulta de lo 
dicho que todos los puntos de la semirecta SM están del mis¬ 
mo lado de m y, por consiguiente, las expresiones y las pro¬ 
posiciones anteriormente enunciadas pueden aplicarse a las 
semirectas. 

19. Las líneas rectas que pasan por un punto son compa¬ 
radas á los rayos de luz que parten de un punto luminoso; de 
aquí que se diga que forman una radiación de rectas. Así, 
pues, si las rectas e, f y g pasan por un punto V, se les llama 
rayos de una radiación, ó se dice que el rayo g pertenece á 
la radiación de los dos rayos e y f, ó que está contenido en la 
radiación ef, ó que es un rayo de.la radiación ef; las mismas 
rectas e y f se llaman rayos de la radiación ef. Para designar 
una radiación (en el último sentido) basta nombrar dos cua¬ 
lesquiera de sus rayos; pero se puede hacer, también, valién¬ 
dose de una sola letra, que es entonces .la misma (aquí V) uti¬ 
lizada para nombrar el punto ef. Este punto se llama el vér¬ 
tice ó centro de la radiación. 
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Muy á menudo también se usa la palabra rayo por recta, 
aun no tratándose de radiaciones (*)• 

Las líneas rectas que están en un plano y pasan por un 
punto, se dice que forman un haz de rectas (plano); el pun o 
común se llama vértice ó centro del haz. Si las rectas e,fyg 
de un plano pasan por un punto V, se dice que el rayo g per¬ 
tenece al haz ef, etc. Para designar el haz, en el último senti¬ 
do, se puede hacer uso de dos cualesquiera de sus rayos; pero, 
si se quiere designar por la letra de su 
vértice, únicamente se podrá cuando, 
además, se dé el plano del haz. 

Sean ahora e,f y g rayos de un 
haz V del plano P, VA y VB semirec- 
tas contenidas en e y f, respectiva¬ 
mente, y á distintos lados de la rec¬ 
ta g. Si el punto de intersección M del 
segmento A B con el rayo g está con¬ 
tenido en la semirecta VG del último 
(por consiguiente, B, G y M del mis¬ 
mo lado de e), esta semirecta con¬ 
serva la propiedad cuando los puntos A y B se mueven en 
serva la propieu VB y se dice que la semi- 

las semirectas respectivas A } , y 

reC ^iconti^nK>^aqui e ui^ completa 

semirectas contenidas en diferentes rayos de un haz, podemos 
de tv U C **. VA y VB, « VA está entre VB y VC, 

VB y VB, V se° puede escoger VC de modo que esté en- 
^ ladosV A y VB, se puede escoger VC de modo que VA esté 

en VvVeJáentre VA y VB, y VD *4 cafre VA y VC, VD 

estará también entre VA y VB. 



■) Nosotros, sin embargo, reservaremos esta palabra para designar 
a elemento de una radiación, ya sea esta de rectas o de planos. 

T). 
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SÍ VC IJ VD están entre VA y VB, pero VD no está entre 
VA ly VC, VD estará entre VB .y VC. 

Él teorema 6.° del primer artículo no tiene aquí análogo. 
Para que las semirectas VA, VB, VC, . de un plano ten¬ 

gan propiedades en todo análogas á las de los puntos de una 
recta, deberá también ser cierta, entre otras, la correspon¬ 
diente al teorema 18.° del § I, por cuyo medio se establece la 
existencia de dos semirectas VM y VN del mismo plano, en¬ 
tre las cuales están comprendidos aquéllas. Ahora, si éstas 
existen, los puntos A y N están al mismo lado de la recta 
VM; otro tanto ocurre con los B y N, los C y JV, etc. Por con,- 

siguiente, las semirectas SA, SB, SC . están, entonces, al 

mismo lado de un rayo perteneciente al haz V. 

Tomemos, pues, en un plano las rectas e,f,g, .que pa¬ 

sen por un punto V, en el mismo haz otra recta k, y los se- 

mirayos VA, VB, VC, . de e, f, g, . respectivamente, 

del mismo lado de k. Todos estos semirayos tienen entonces 
siempre la propiedad de que, de cada tres, uno está entre los 
otros dos, pues no teniendo ningún punto común la recta e con 
el segmento BC, ni la f con el seg¬ 
mento A C, la g encontrará á la AB 
entre A y B (véase la demostración 
del teorema 12. 0 del § 2), y el punto 
de intersección está con A y B al 
mismo lado de Te, por consiguiente, en 
el semirayo VC. Sean VA', VB y 
VC' los semirayos opuestos á los VA, 
VB y VC, respectivamente. Si el se¬ 
mirayo VC está entre los VA y VB, 
también el VC' estará entre los VA' 
y VB', pues A' y B' están á distintos lados de g y el punto de 
intersección de la recta g con el segmento A' B' está con Á y 
jr del mismo lado de k. Por esto, y sin necesidad de distinguir 
las semirectas, diremos que el rayo g está entre los e y f 
(ó / 1 y e) por exclusión del k, ó respecto del rayo límite 
k. Si tomamos ahora el punto M que esté con los A y B' al 
mismo lado de g, la semirecta VM está entre &i A y tiB', es 
decir, el rayo k está entre los e y f, por exclusión del g. Esto 
se expresa diciendo que e y f están separados por gyk 
(ókyg). 


t\ 1 
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El haz de rectas se comporta, según esto, no como una li¬ 
nea limitada, sino como una linea cerrada Las relaciones en¬ 
tre puntos de una recta expuestas en el § I, se verifican sin 

excepción, para las semirectas AVy VB, .; pero en ellas 

podemos ahora introducir los rayos en lugar de los semira- 
yos, si constantemente se anade «respecto del rayo limite fe», 
y así se obtienen para los rayos de un haz las mismas relacio¬ 
nes, exactamente, que en los teoremas a) á l) del §1 ueron 
enunciadas para los puntos de una línea cerrada. Conformé- 
monos con indicar los que corresponden á los teoremas 19. á 
23 0 del 81. 

" ' Si las rectas e, f, g y k pertenecen á un haz, las f y g esta¬ 
rán separadas por las e y k, ó las g y e por tas f y k, <5 las e y 
f par las g y k; y cada una de estas podones excluye las 

0l ’% Tí y k son rayos de un haz, se puede escoger otro rayo g 
en él, de tal modo que los e y t estén separados por os gyk 
Si, en un haz, los rayos e y t están separados por los de uno 
de los pares gk y hk, y no por los del otro, los e y estarán se¬ 
parados por los g y h. En los demás casos, los eylno están se- 

parados por los g y h. , 

Si, en un haz, los rayos e y t están separadospo, los g y k, 

también los g y k lo están por los e y f. 











i4—Del haz de planos 


*1. Si, fuera de un plano P, consideramos dos puntos A 
y B podrán presentarse dos casos: que el p ano coi 
recto AB entre A y B, ó que no. En el primer caso, se dice que 
el plano P pasa entre A y B ó, también, que estos puntosi es¬ 
tán á distintos lados de aquel plano y_en el segundo,^ dme 

que f, d03 rr^¿=rru: tercero G, también 
fuera desplano P, se verifican los 
Si los puntos 

si C bTcZ tán en una rectar, el plano P la corta entre A 
y c’ pero no entre A y 5, según la hipótesis; por consiguxen; 

te, pasa entre * y C(*). f «te ptont y el P tendrán 
tos que determinan un plano ABC este piano y 
un punto común situado en la recto AC, entre 4 y C luego se 
cortan en una recta m, la cual, por pasar entre A y ( 7 , pero 
no entre A y según la hipótesis, pasa entre B y •• 

De aquí se deduce inmediatamente que st tanto A y B 
como A y C, son puntos situados al mismo lado del plano P, lo 
B y C están también del mismo lado. 


(*) Para convencerse de ello basta aplicar el teorema 10.° del artícu¬ 
lo 2.°— (N. T.) 





Si, tanto A«/B como A y C, son puntos situados á distintos 
lados del plano P, los B y C están del mismo lado. En efecto, 
si A, B y C son puntos de una recta r, el plano P la cortará 
entre A y B al mismo tiempo que entre A y C, por consiguien¬ 
te, no entre A y C. Si, por el contrario, los puntos A, B y C 
determinan un plano, éste tendrá comunes con el P un punto 
de la recta A B, situado entre A y B, y un punto de la recta A C 
situado entre A y C, por consiguiente, una recta que pasa en¬ 
tre A y B y entre Ay C, luego no entre B y C (*). 

‘ Si se representa por r una recta y por A un punto exterior 
á ella, y se toma en el plano Ar un punto A' situado del mis¬ 
mo lado de la recta r que el punto A, se dice que el punto A! 
está en el semiplano rA; al punto A se le llama también 
«punto del semiplano rA», y para designar el semiplano pue¬ 
de tomarse cualquiera de sus puntos en sustitución del A. Si 
la recta r está en el plano P, todos los puntos del semiplano r A 
están del mismo lado de P. 

22. Todos los planos que pasan por un punto V forman una 
figura que se llama radiación de planos; el punto V recibe 
el'nombre de vértice ó centro de la radiación. Si P, Q, 
P y S son planos que pasan por el punto V, se dice que el 
plano S pertenece á la radiación PQR, si los planos P, Q y R 
tienen un solo punto común; de estos mismos planos se dice que 
son planos de la radiación PQR. Para designar una radiación 
se pueden tomar tres cualesquiera de sus planos que tengan 
un solo punto común, ó, también, hacer uso, simplemente, de 
una sola letra, la que sirva para designar el vértice. 

Los planos que tienen común una recta r (esto es, los que 
tienen común más de un punto) forman una figura que se llama 
haz de planos; la recta r recibe el nombre de arista del 
haz. Si P, Q y R son planos que pasan por la recta r, se dice 
que el plano R está en el haz PQ, en el haz r, etc. 

Si P, Q y R son planos de un haz r; rA y rB semiplanos de 
P y Q, respectivamente, situados á distintos lados del plano R, 
y, por último, rC el semiplano de R que contiene el punto de 
intersección del segmento AB con el plano R, se dice que el 
semiplano rC está entre los rA y rB. 

Los semiplanos A, B y C de los planos del haz, pueden ser 


(*) Apliqúese el teorema 10.° del §2 .—(N. T.) 
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considerados del mismo modo que los semirrayos que en un haz 
de rectas parten del vértice. Si A, By C son puntos arbitrarios 
no es necesario que de los tres semiravos , 7 ’ . U - 

ellos esté entre los otros dos; hecha abstracción de esto aquí 
se verifican las mismas relaciones que para los puntos de una 
recta. Para evitar esta excepción es necesario y sufic.en e 
considerar tan sólo semiplanos que ésten al mismo lado de un 
plano que pase por r. Sean P, Q, * J T P«a™> del haz 1 
r B y rC los semiplanos de P, Q y R, respectivamente sitúa- 

' y • i rirx Ha T v r A' rB’ y rC' los opuestos. Si supo- 
dos al mismo lado de 1, y » *> * * n , 

nemes que el rC está entre los rA y r-B también^ G esta 
rá entre los rA' y rJT; podemos, pues, decr que el plano A 
está entre los Py Ü (ó Q y i J ) P»r exclusión del 7 o res 
pecto del plano límite T, y vemos que también el 1 está 
en£ los Py Q respecto del plano límite B.*«o se expresa 
diciendo que los planos Py Q están separados por.los 7* y V 
(ó T y /í), con lo cual pueden establecerse las siguientes pío 

P °“ : R y T son planos de un haz, el par QR está separado 

porfío está /eP Po»' QT, 6 lo está el por el BT; 

y cada una de estas posiciones excluye las otras dos 

Ai P, Q y T son planos de un haz, se puede escoge, ot, o pía 
no R de él, tal que el par PQ esté separado por el 

Si, en un haz de planos, un par de rayos Q P 

por uno de los pares RT, ST, pero no por el o» o Opa ' P ( ¿ 
j , ,>i nq Kn los demás casos, el par no 
estará separado poi el Kb- 

eM SiZlT¿l2\unos, el par de rayos PQ está separado por 

" g .. , T ., •. * ■» - 

ces de planos están intimament^relacionadas en^esh 

' sean e y f rectas del plano U que pasan por el punto M, 
P y Q planos (distintos del U) que pasan, respectivamente, por 
O /y por último, r la de lozanos P 

y o « e nueden relacionar el haz ele íeciab / j 
platos 7^, haciendo corresponder á cada raye. de, primero 1 
plano que lo contiene en el segundo, con lo eua , las propie 
dades de los rayos del primer haz conducen á prop 
los del segundo, y recíprocamente. Si se escoge en 
punto arbitrarlo A, todos los puntos de la senurecta MA están 
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contenidos en el seraiplano rA del plano correspondiente P; 
se puede, pues, hacer corresponder al semirayo ^ de a 
recta 6 el rA del plano P. Si la semirecta MC del plano U está 
entre las MA y ME , también el semiplano r G está entre los rA 
y rfí y recíprocamente. Designemos por g la recta M C y por R 
el plano r C y tomemos en el haz ef un cuarto rayo Te, y en el 
haz PQ el plano Pque le corresponde; en tal hipótesis, si las 
semirectas MA, ME y MC están del mismo lado de k, también 
los semiplanos rA, rEyrC están del mismo lado de T, y re¬ 
cíprocamente. . , , 

Si las semirectas MA, ME y MC están del'mismo lado de k 
y, además, la MC entre las MA y JV/B ó, lo que es lo mismo^ 
si los rayos e y í están separados por los g y K los planos P y Q 
también lo están por los R ,y T. El recíproco es cierto. 






§ 5.—De la radiación de rectas 


24. Dos rectas l y de un plano determinan siempre 
que se cortan, una radiación de rectas Ira. Si, fueradel p a- 
no Iw se toma un punto N, la recta que lo une con el véitice 
de la radiación l », esto es, el rayo de esta radiación que pasa 
por aquel punto, puede ser obtenido sin hacer uso del vértice, 
"ara el.o considerar los planos NI y N<n los cuates 
tienen común una recta n, que es el rayo buscado. Esta cons 
trucción continúa siendo aplicable cualesquiera que sean las 
posiciones de las rectas l y m en el plano, ya sea ó 
cida la existencia de un punto común á ambas. 

Si, ahora, se toma un punto P fuera de los p anos » NI 
y Nm y se designa por p la recta de intersección de los pla¬ 
nos Pl y Pm, los planos nP y pN están determinados; si y m 
se cortan en F, estos dos planos se confunden en él NPV es 
decir, las rectas n y p están en un plano; pero se puedehacer 
ver que, aunque no pueda probarse que asi 
m se cortan, las nyp están en un plano. 

Desde luego, las rectas l y m están en un plano, 
recta l tomamos dos puntos cualesquiera A y , y suponem 
que la recta m no encuentra al segmento AB , si en e p an 
Im se escoge un punto C, exterior á las rectas y w, que 
esté del mismo lado de la m que los puntos J- ^ B, a íec a í 
cortará á la AC en un punto, como el D, situado entre los A 
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y c y á la A C en un punto, como el E , situado entre l°B Í y 
c Ahora bien, los puntos C y D están al mismo lado de la 
recta AE y los B y C á distintos lados, luego los B y D están 
á distintos lados, y las rectas AE y BD se encuentran en un 



punto F comprendido entre los A y E y, también, entre los B 
y D. Del mismo modo, por estar los puntos A y D al mismo 
lado de la recta CF y los B y D á distintos lados, los A y B 
están á distintos lados, y las rectas l y CF se encuentian en 

un punto 6r. , . , 

Las rectas l y « también deben estar, según lo dicho, en 
un plano, pero sin que las 1,«J" pertenezcan al mismo Su¬ 
pongamos que tampoco la recta n encuentra al segmento AB 
y tomemos en el plano In un punto F', exterior á las rectas l 
y n situado á diferente lado de la n que los A y B. Designan¬ 
do por E' el punto de intersección de n con AF', por D el de n 
con BF‘ y por C' el de AD' con BE', se ve que E está entre 
AwF' D' entre B y C', y C' entre Ay D' y, también, entre 
B y E'\*). Las rectas CC', DD', EE' y FF', que llamaremos 
o, d, e y f, son tales que no hay tres de ellas en un plano, pero 


(*) La existencia de los puntos E',lV J C', asi como sus posiciones res- 
pectivas en las rectas AF', BF'yAD'y BE' se establece de modo aná- 
logo á lo hecho antes para los puntos L, D y F. (iV. i .) 
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las de cada uno de los pares cd, ce, df y ef si lo están, y ade¬ 
más se cortan; pues, fijándose en las c y d, poi ejemp o, os 
puntos Ay D' están á distintos lados de c, y los A y D al mis¬ 
mo lado, luego los D y D' están á distintos lados y la recta 
DD‘ ó d encuentra á la o. Ahora, si las rectas m y n pertene¬ 
cen á un plano, las CF y C'F 'pasan por un punto, el G. Pues, 
en tal caso, en el plano mn estarán las rectas d ye, pero no 
las c y f, luego el punto cd es el mismo ce, y el df el mismo 
ef (*) y existe un punto de por el cual pasan c y f, y, por 
consiguiente, existe también un plano cf que contiene los 
puntos C, F, C' y F', de donde se sigue que el punto G, que 
está en los planos IC' y CFG', está también en su intersección 
C'F'. Recíprocamente, si las rectas CF y C'F se cortan las.. 
m y n están en un plano. Pues, entonces, los puntos 6, F, O y> 
F' ó lo que es lo mismo, las rectas c y f están en un planta, 
y conío las rectas d y e no pertenecen á él, el punto cd se con¬ 
tunde con el df y el ce con el ef en un punto cf ó de, y lqs ; 
puntos D, E, D' y E' están en un plano. t.” 

Ahora podemos ya demostrar el siguiente teorema : Si las 
rectas de cada uno de los pares lm, ln, mn, lp y mp están en 
un plano, pero sin que el 1 m contenga alguna de las rectas n ó p, 
también éstas pertenecen á un plano. Conservemos las notacio¬ 
nes anteriores. Si una de las rectas m, n ó p encuentia al seg¬ 
mento AB, las l, m, n y p tienen un punto común, luego las a 
y p están en un plano; debemos, pues, examinar únicamente 
el caso en que ninguna de aquellas rectas m, n y p encuen¬ 
tre á este segmento AB. Tomemos, entonces, en el plano lp el 
punto F", exterior á las rectas l y p, que no este al mismo lado 
de la p que los puntos iyü,y hallemos el punto F intersec¬ 
ción de p con AF", el D" intersección de p con BF y el C 
intersección de AD" con BE". Puesto que, por hipótesis, las 
rectas m y n están en un plano, las CF y 6 i pasan poi ', 
como, asimismo, se ha supuesto que las rectas m \ p están en 
un plano, también las CF y C"F" pasan por G. Resulta, pues, 
de aquí, que las rectas C'F' y C’F" se cortan, luego existe un 
plano np. 


(*) Pues tanto el cd como el ce no son otro que el de intersección de c 
con el plano mn , y el df y el ef son el de intersección de este plano 
con f. — (N. T.) 
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Este teorema muestra la ventaja de ampliar el C011 ° e P 
to de radiación de rectas. Si las rectas e fyg son i tales 
que de dos en dos están en un plano, sin que las tres estén en 
el mismo, ó si, estando las tres en el mismo, cada una de ellas 
está en un plano con una recta exterior al de ‘“treased.ce, 
como si se tratase de intersecciones que , g estáen 1a 
diación ef, que g es un rayo de la radiación ef, etc. y á las 
mismas rectas /y f se les llama «rayos de la ra^ 
Cuando e y f se cortan, la recta g pasa por el punto ef y es 
un rayo de Ía radiación ef en el sentido «propio» hasta aquí 

usado! ó, dicho más brevemente, es un rayo de la radiación 

propia ef, la eual necesariamente tiene un vértice. 

P 85 Si las rectas g y h pertenecen á la rodeón ef, están 
en un plano. —Demostración. En la hipótesis 0™ ejm- 

vale á suponer la existencia de los planos ef, eg, fgehy■fh.A 
caso en que tanto las rectas e, f y g, como las e, f y , 
un plano es evidente por si mismo, y el contrario, esto es, 
cuando ni aquéllas ni éstas lo están, se demuestra en seguida 
mediante el áltimo teorema. Admitamos, pues, que las rectas 
fy a por ejemplo, estén en un plano, pero que no lo estén las 

y l, cada una de las e,fyg está en un plano con un cierto 
rayo 1c exterior al plano de las tres; además, ^ ultamo 

teorema, existe el plano hk que no contiene una, al menos 
de las rectas . y f, por ejemplo la tago os ™y > ‘ 

. en la radiación ele sin estar ninguno en el plano ek, y pue 
animarse nuevamente el teorema antes enunciado. 

‘ P Si las rectas gjh pertenecen á la radiación ef, tam ten 
las e y i pertenecen á la gh.-En efecto, las rectas e,f,gyh 
están de dos en dos en un plano. Si el plano.fnopasa por g 
ni por h, la recta e estará fuera del plano gh ó en él, pero 
en este caso f está fuera, y en uno y en otro e es rayo 
radiación qh, y lo mismo le ocurre á f. Si e, f y g están en 
un plano, pero no lo están e, f y h, tampoco lo están f, ff y h 
es decir /pertenece á la radiación gh, y lo mismo ocurre á f 
Por último, P si e,f,gyh están en un plano, una cierta recta, 
tomada fuera del plano ef, está en un plano con coda una de 
las e fyn y por pertenecer fcála radiación ef , también está 
en un píano^con i, con lo cual se ve otra ve, que e y f son 
ravos de la radiación gh. 

y Si e' es un rayo de la radiación ef distinto del i, la radia- 
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ef y la e'f « RS 

ln th rlioión cf ó os distinto n ? . . . 

la raaiac ó h ra diación ge; por consiguiente, g en 

primer rere feeti <" “ eem. rey. 

lVX£Toi?~» » —«rrz 

dos radiaciones e y radiaciones ef y e f 

“iiri —-— 

tuidos sus rayos e y f P palearemos á veces una sola 

Para designar una radiación e-npl^remos^ ^ [a ^ 

letra; si la radiación tiene v i radiación y e l vértice, de 
ma letra sirve para nomb ^ también de éste, 

modo que cada notación e aq . una radiación, 

Dadas dos rectas e y t en un plano, hay siemp ; ^ 

á la cual pertenecen. Esta ra d cualesquiera de sus 

Toda radiación está determinada por dos cu « reci - 

rayos .—Un conjunto d ® ray0S ^ ó ^ Tales rayo s están de dos 

b . r «.. p— 

en don en un plano, pero P P es ,¿n , odos e)| 

un plano. Si todos los r y ^ ree ta que esté en 

no, es preciso que fuera d Ib y e3to> las rec tas 

un plano con cada uno 1 a i n pertenecer á una ra- 

que de dos en dos están en un p ^ > 

diación, estánnos'rayoTde’unt radiación que están en un 
El conjunto de lo > ra > os rect as y en particular, 

plano, recibe el nombre de t común, 

de haz de rectas propio c ***¿o «em * ^ ^ ^ 
S¡ «, f y 9 son rayos de un haz se di^ puede hacerse 

etcétera. Para designar el ha t imbién de una sola 

uso de dos cualesquiera de sus rayos, > s ’¡ e l plano es 

letra, la empleada para nombrar la radiación, si el plano 
"consideremos ahora dos radiaciones distintas Uy V. 
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Puede ocurrir que las dos radiaciones contengan un rayo r, 
pues dada una recta r se puede construir diferentes radiacio¬ 
nes, á las cuales pertenezca; pero ningún otro rayo s de la 
radiación U puede serlo de la V. El rayo r queda determina¬ 
do sin ambigüedad al decir que pertenece á las radiaciones U 
y V; podremos, pues, según esto, designarlo por UV ó VU, 
ya representen U y V puntos ó no. Para, en lo posible, em¬ 
plear los mismos modos de expresión que cuando U y V son 
puntos, diremos que V es una radiación de la recta r, 
que la radiación V pertenece á la recta r, etc. Entonces toda 
recta está determinada por dos cualesquiera de sus radiaciones. 
Pero, ¿se-podrá hallar siempre una recta que pertenezca á dos 
radiaciones*? Podemos ya ahora responder afirmativamente 
cuando una de las radiaciones, la V, por ejemplo, tiene un 
vértice conocido; en este caso, si se toman dos rayos íymde 
la radiación U, que no estén en un plano con el punto V, el 
rayo UV se obtiene como intersección de los planos IV y mV. 
Una radiación cualquiera y una radiación propia tienen, pues, 
siempre una recta común. Pero si njnguna de las dos radiacio¬ 
nes tiene vértice conocido, no podemos aún asegurar nada. 

27. Pasemos ahora á considerar tres radiaciones T, U 
y V, limitándonos, desde luego, al caso en que una, al menos, 
la U, por ejemplo, tenga vértice conocido. Los rayos TU y 
VU que, en tal caso, existen siempre y están completamente 
determinados, tienen un punto común, y por ellos se puede 
hacer pasar un plano. Para que este plano no quede indeter¬ 
minado, necesitamos suponer que los rayos TU y VU son dife¬ 
rentes uno de otro, es decir, que T, U y V no son radiaciones 
de una recta. Designemos por e y f los rayos TU y VU y por 
P el plano ef. Este plano P pasa por el vértice de la radia¬ 
ción U\ si, pues, se une un punto cualquiera A del plano P 
con el punto U, el rayo A U está en el plano P. Una relación 
análoga existe entre el plano P y la radiación V; pasa por un 
rayo e de la radiación, y si se toma en el plano P un punto 
cualquiera B (no situado en e) y se designa por g el rayo B V, 
existe un plano eg que se confunde con el eB, es decir, g es 
una recta de P; el rayo BV correspondiente á cualquier pun¬ 
to B (que no sea vértice de la radiación V) del plano P está, 
pues, contenido por entero en este plano. 

Siempre que el plano P contenga un rayo de la radia- 
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ción V, diremos que V es una radiación del plano P. 
Entonces, la observación que acabamos de hacer se expresa 
asi: Si B es un punto y V una radiación del plano P, la rec¬ 
ta B V está contenida en este plano. Y de la definición se de¬ 
duce que: si r es una recta del plano P, toda radiación de r 
lo es también de P. 

Según esto, las radiaciones T, U y V son radiaciones del 
plano P que pasa por los rayos e y f, y se podrá decir que dos 
radiaciones cualesquiera y una propia pertenecen siempre á un 
plano. Este plano debe conteqer (usando la anotación anterior) 
los rayos TU y VU, los cuales son diferentes uno de otro si 
las radiaciones T, U y V no pertenecen á una recta. Resulta, 
pues, que un plano está determinado cuando se conocen tres de 
sus radiaciones , fie las cuales dos pueden ser cualesquiera, y una 
ha de ser propia, y las tres no pertenecen á una recta. Si 'I , U 
y V son estas radiaciones, el plano se designa por 1 U V. Si 
no se sabe que alguna de las tres radiaciones tenga vértice, 
no podremos, por ahora, asegurar que sean radiaciones de un 
plano. 

28. De lo dicho hasta aquí resulta que una recta que tiene 
un punto y una radiación comunes con un plano, está conte¬ 
nida por completo en él. Este teorema puede generalizarse di¬ 
ciendo que toda recta r que tiene dos radiaciones U y V comu¬ 
nes con un plano P, pertenece á él. Para demostrarlo, tomemos 
en el plano P el punto A arbitrario (exterior á la recta r); el 
rayo A V será distinto del r y, por ser ambos de la radiación V, 
determina con él un plano, al cual pertenecen las radiacio¬ 
nes A, U y V, esto es, el plano A UV, que es el mismo P; luego 
la recta r es una recta de P.. 

Por una radiación V y una recta r se puede siempre hacer 
pasar un plano. Pues si A y B son puntos de r, las radiacio- 
nes A, B y V pertenecen á un plano. 

Un plano está determinado cuando se conocen una de sus rec¬ 
tas r y una de sus radiaciones V, que no pertenezca á la reda r. 
Pues, conservando la notación anterior, A, B y Fson radia¬ 
ciones del plano. 

Por dos rectas que tienen una radiación común , se puede 
siempre hacer pasar un plano. 

Si agregamos á estas propiedades que: Todo plano está de¬ 
terminado por dos cualesquiera de sus rectas , y dos planos que 
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tienen una radiación propia común, tienen común una recta, to¬ 
das las relaciones entre puntos, rectas y planos contenidas en 
los teoremas 4.° y 5.° del § 1 y en los 2.° á 9.° del § * se han 
transformado en relaciones entre radiaciones, rectas y planos. 
Se ve que no siempre pueden ser substituidos los puntos por 
radiaciones cualesquiera; al dar un punto se tiene, no sólo 
una radiación, sino también un vértice en ella, por lo cual en 
ciertos casos la radiación propia es más á propósito para tal 
substitución. No ocurre lo mismo cuando es preciso averiguar 
la existencia de puntos. Pues si §e trata, no de un punto, sino 
de una radiación, y se quiere prescindir de fijar el vértice, hay 
casos en que pueden resolverse cuestiones á las que no sería 
dado contestar si las radiaciones hubiesen de ser propias. He 
aquí algunos ejemplos: 

De dos rectas de un plano ó de una recta y un plano no 
podíamos afirmar que siempre se cortasen en un punto. Pero 
dos rectas de un plano tienen siempre una radiación común , y 
una recta r tiene siempre una radiación común con un plano P, 
pues si A es un punto del plano P, exterior á la recta r , por 
él pasa una recta s que pertenece á los planos r A y P, lue¬ 
go r y s son rayos de una radiación situada en r y P. 

No podíamos afirmar tampoco que dos planos tienen siem¬ 
pre puntos comunes ó que tres planos pasan siempre por un 
punto, aunque se corten de dos en dos. Pero dos planos P y Q 
siempre tienen radiaciones comunes , pues si r es una recta de Q 
hay siempre una radiación que pertenece á r y á P, por con¬ 
siguiente, á P y Q. Pero claro es que, en tanto no se conozca 
alguna radiación propia, no se podrá asegurar que los planos 
tengan una recta común y, por tanto, que las radiaciones co¬ 
munes estén en una recta. Y tres planos P, Q y R tienen una ra¬ 
diación común siempre que dos de ellos, Q, y R, se corten, pues 
el plano P tiene común con la recta QR una radiación, y to¬ 
das las radiaciones de la recta QR lo son de Q y de R. 

En el intento realizado para introducir las radiacio¬ 
nes en lugar de puntos, no se ha tratado para nada de los teo¬ 
remas de los dos primeros artículos, no mencionados antes. 
En éstos aparece un concepto relativo á tres puntos de una 
recta que no puede ser aplicado á radiaciones cualesquiera de 
una recta, á saber, que de tres de tales puntos siempre está 
uno «entre los otros dos». Para el caso de tres radiaciones 
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propias podríamos servirnos de la misma expresión, pero ten¬ 
dríamos, desde luego, que limitarnos á tal caso. Según esto, 
la generalización de que se trata no debe extenderse á los teo¬ 
remas para cuya enunciación sea preciso aquel concepto ó al¬ 
gún otro de él derivado. Por el contrario, podremos admitirla 
desde ahora para todos los demás teoremas, á los que aún he¬ 
mos agregado algunos otros nuevos. 


Adición al § 5. 


Tomemos en una radiación propia V seis rectas a, b, c, 
a, b' y c' } tales que sólo puedan estar en un plano tres de ellas 
cuando pertenezcan á uno de los grupos 

bca', cab', abe', b'c'a, c'a'b y ab c. 

Las seis rectas son, entonces, diferentes unas de otras; lo 
mismo ocurre á los tres planos a a ', bb’ y ce, y en ninguna de 
las seis rectas se cortan dos de estos planos. También los seis 
planos be, ca, ab, b'c', ca' y ab' son diferentes entre sí y de 
los aa', bb' y ce'’, los designaremos por A, B, C, A', B' y C', 
respectivamente. Los planos Ay B pasan por la recta c, que 
no pertenece al C ni al A'; luego ni los A, B y O, ni los A, B 
y A' pasan por una recta. Aplicando consideraciones análo¬ 
gas á cada tres de estos seis planos, vemos que sólo pueden pa¬ 
sar tres de ellos por una recta, si son los de uno de los grupos 

BCA', CAB', ABC', B'C’A, C'A'B y A'B'C'. 

Finalmente, las tres rectas AA', BB' y CC' son diferentes 
unas de otras y de las a, b, c, a, b' y c', y en ninguno de los 
seis planos hay dos de estas rectas. 

Los planos a a, bb' y ce' pueden cortarse en una recta, y 
las rectas AA', BB' y CC' pueden estar en un plano. 

La recta AA' no está en el plano bb', pues, en caso con¬ 
trario, estaría en los planos be y bb' y éstos tendrían más de 
una recta común. Por consiguiente, si los planos a a', bb’ y ce 
se cortan en una recta, ésta es diferente, no sólo de las a, b, c, 
a ,b' y c , sino también de las AA', BB’ y CC '. Si las tres rec- 
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tas A A', BB' y CG' están en un plano, éste es diferente de 
los A, B, C, A', B' y (7, así como de los aa, bb' y cc'. 

D. Ventura Reyes y Prósper ha dado en Mathematische 
Annalen, 1880, tomo XXXII, pág. 157, una ingeniosa demos¬ 
tración del siguiente teorema: 

Si los planos a a', bb' y cc' pasan por una recta e, las rectas 
A A', BB' y CC' están en un plano. 

Para demostrarlo se toman en a y a puntos A x y A\ á dis¬ 
tintos lados de e , con lo cual esta recta corta á la A X A ,, que 
no pasa por F, en un punto 0, entre A x y A\\ después, en b' se 
toma un punto B' x no situado al mismo lado de b que O, con lo 
cual la recta b corta á la OBÍ, que no pasa por F, en un pun¬ 
to B¡, entre O y B\, y 
los puntos O, A x , A\, 
B x y B\ están en un 
plano E ; por último, 
en c se toma un punto 
(7, no situado en E, ni 
del mismo lado de c 
que O, con lo cual la 
recta c' corta á la O G x , 
que no pasa por V, en 
un punto C\, entre O 
y C x , y las rectas A t A\, B X B' X y C x C' x , que pasan por O, no es¬ 
tán en un plano. En el plano OB x G x , los puntos O y C x están á 
distintos lados de la recta B' x G\ y los O y B t al mismo lado, 
luego los B x y C x están á distintos lados; en el plano 0(7, A,, los 
puntos O y (7, están á distintos lados de la recta C\ A' x y los O 
y A x al mismo lado, luego los (7, y A x están á distintos lados: 
en el plano OA,J5,, los puntos O y B' x están á distintos lados 
de la recta A X B¡ y los O y A\ al mismo lado, luego los 
A\ y B\ están á distintos lados. Por consiguiente, las rectas 
B x C x , C X A X y A x B x son cortadas por las B' x C\, C' X A' X y A' X B' X 
en puntos como 21,93 y 6 que están al mismo tiempo en el pla- 
A í B l C x y en el A\B\C\, luego pertenecen á una recta, de 
donde resulta que las rectas F2í, F» y F© de intersección de 
los planos bey b'c, ca y c'a' y ab y a'b' están contenidas en 
el plano determinado por el punto F y la recta 9193©. 
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30 . Desde el punto de vista en que nos hemos colocado 
ahora, podríamos prescindir por completo de la palabra «pun¬ 
to» y, en su lugar, hablar sólo de radiaciones (propias ó no 
propias). Podríamos entonces reunir en un corto número de 
proporciones la serie de relaciones, á las que hemos llegado 
gradualmente. Pero, si bien, con tal cambio, la exposición 
ganaría en brevedad, perdería al mismo tiempo en claridad, 
porque la palabra «radiación» sugiere representaciones más 
complicadas de lo necesario y conveniente para la compien- 
sión de los desarrollos geométricos. 

Se evita este inconveniente, si, en vez de abandonar el uso 
de la palabra punto, se amplía su significado, del mismo modo 
que se hizo con la palabra «radiación». Convendremos, pues, 
en no usar la palabra «punto» con la significación que hasta 
aquí tenía, sino que, en adelante, serán equivalentes 
las locuciones «la radiación V pertenece á la recta r» 
y «el punto V está en la recta r»; y en que, donde se 
llame propia á la radiación V, deberá también llamarse pro¬ 
pio al punto V{*). La expresión «punto propio», significará, 


(*) Véase Staudt: Geometrie der Lage, 1847, § 5, donde, sin embar¬ 
go, se consideran como impropios únicamente los llamados puntos de 
infinito de la Geometría euclidiana. F. Klein ha sido el primero en in¬ 
troducir, con un sentido más amplio, los puntos impropios ó ideales. 
Mathematische Annalen, 1871, tomo IV, pág. 624; 1873, tomo VI, pági¬ 
nas 131 y 141. 
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pues, desde ahora, exactamente lo mismo que hasta aquí se 
entendía al decir simplemente punto, con lo cual, sin necesi¬ 
dad de convenios circunstanciados, puede ya aplicarse, de un 
modo más general, la palabra «punto». 

Si el punto Festá situado en una recta del plano P, se dice: 
el punto Festá en el plano P. Esto tiene, pues, igual signifi¬ 
cado que decir: la radiación F pertenece al plano P. 

Este hecho se repite en la Matemática en muchas ocasio¬ 
nes análogas. Así, después de las sucesivas generalizaciones 
del concepto inherente á la palabra «número», se hace nece¬ 
sario emplear la expresión «número real, entero y positivo» 
donde, al principio, bastaba la palabra «número» sin califica¬ 
tivo alguno; la función á que primeramente se refería la pa¬ 
labra «potencia», debe llamarse más tarde «potencia con ex¬ 
ponente real, entero y positivo», etc. Más breve sería hablar 
de números «propios» y potencias «propias», etc. Pero, así 
como únicamente de números reales se dice que los unos son 
«mayores» que los otros, en la línea recta sólo cuando se tra¬ 
te de tres puntos propios puede decirse que uno está «entre 
los* otros dos». Este concepto y, por ahora, todos los definidos 
con su intervención quedan, por consiguiente, limitados en 
su aplicación á los puntos propios. Para los demás, todas las 
definiciones y denominaciones que hemos dado hasta aquí 
conservan su validez. Se dice, pues, que las rectas g y h se 
cortan cuando existe un punto y sólo uno situado en las dos, 
sin que sea necesario que tal punto común sea propio; se lla¬ 
ma radiación de planos al conjunto de planos que tienen co¬ 
mún un punto cualquiera, el cual recibe el nombre de vértice 
de la radiación, etc. 

En lugar de los teoremas 4.° y 5.° del § 1 y 2.° y 9.° del § 2, 
aparecen ahora los siguientes: 

1. ° Por un punto cualquiera y un punto propio se puede siem¬ 
pre trazar una recta. 

2. ° Toda recta está determinada por dos cualesquiera de sus 
puntos. 

3. ° Por dos puntos cualesquiera y uno propio se puede siem¬ 
pre hacer pasar un plano. 

4. ° Todo plano está determinado si se dan dos puntos cuales¬ 
quiera y uno propio del mismo, y estos tres puntos no están en 
línea recta. 
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5. ° Una recta que tiene dos puntos comunes con un plano, 
está situada por entero en él. 

6. ° Por una recta y un punto se puede trazar siempre un 

plano. >7 

7. ° Un plano queda determinado cuando de el se conocen una 

recta y un punto fuera de ella. 

8. ° Por dos rectas que tienen un punto común se puede trazar 

siempre un plano. . 

9. » Todo plano está determinado por dos cualesquiera de sus 

rectas. 

10. ° Si dos planos tienen común un punto propio, tienen co¬ 
mún una recta. 

11.0 Dos netas de un plano tienen siempre un punto común. 

12. ° Una recta y un plano tienen siempre un punto común. 

13. ° Dos planos tienen siempre puntos comunes. 

14. ° Tres planos, dos de los cuales se cortan en una recta, 

tienen siempre un punto común. 

31. Un grupo cualquiera de puntos, rectas y planos reci¬ 
be el nombre de figura, pudiendo ser los puntos, no sólo pro¬ 
pios, sino cualesquiera. Toda figura puede ser ampliada ya 
introduciendo á capricho nuevos puntos, rectas y planos, ó de¬ 
duciendo de la figura (construyendo) nuevos puntos como 
intersección de sus rectas y planos, y nuevas rectas y planos 
por unión de sus puntos y rectas. Pero siempre el campo de 
la construcción es uno limitado, en el cual se hallan superfi¬ 
cies planas, segmentos rectilíneos y puntos propios, dados en 
parte, y en parte deducidos según cualquiera ley, utilizando 
las porciones conocidas. Cuando en el curso de la construcción 
un punto E viene definido por la intersección de dos rectas 
l y rn. á las cuales pertenecen dos segmentos contenidos en 
aquel campo, no es preciso que exista tal punto de intersec¬ 
ción dentro del campo, y si no se halla en él, para proseguir 
la construcción se hace uso, en su lugar, de las rectas l y m 
que lo representan. Se debe, no obstante, observar, que la po¬ 
sibilidad de unir dos puntos por una recta, ó tres puntos por 
un plano, sólo está asegurada cuando uno de ellos, al menos, 
es punto propio. 

La naturaleza de un punto obtenido por medio de la cons¬ 
trucción, esto es, que el punto resulte propio ó no, depende de 
la figura dada. Hasta ahora disponemos de un solo medio para 
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averiguarlo, que es el teorema 10.° del § Sí, el cual se enun¬ 
ció, además, de diferentes modos en los artículos tercero y 
cuarto. 

3 ‘¿. Las figuras en las que, hasta aquí, podíamos seguir 
la deducción de los teoremas constan de puntos propios, seg¬ 
mentos rectilíneos y superficies planas, que representan á los 
puntos, rectas y planos de que se trata. Así, cuando se habla 
de tres puntos propios A, B y C que están en línea recta, se 
toma en la figura un segmento al que pertenecen A, B y G ; si 
el punto C debe estar entre los otros dos, se le coloca, al efec¬ 
to, en dicha posición, etc., etc. Generalmente, en el curso de 
la demostración es necesaria una ampliación de la figura. Si, 
por ejemplo, se trata primero de una recta r y dos puntos pro¬ 
pios D y E en un plano con la recta r, pero á distintos lados 
de ella, y más adelante se consideran también la recta DE y 
su punto de intersección A 1 con la recta r, se traza en la figu¬ 
ra un segmento de la recta DE y el punto propio F. Así, toda 
hipótesis hecha en el teorema correspondiente, ó toda cons¬ 
trucción exigida por la demostración, quedan fijadas en for¬ 
ma más expresiva y se facilita el examen de todas las rela¬ 
ciones, las cuales se recuerdan más rápidamente con sólo una 
ojeada á la figura, y estimulan la inventiva con más intensi¬ 
dad que por cualquier otro medio. 

33 El proceso de estas consideraciones nos lleva ahora 
á aclarar, por medio de figuras, los teoremas en que inter¬ 
vienen puntos cualesquiera; Cada uno de éstos puede tomarse 
en la figura como punto propio, ó venir dado, simplemente, 
por dos de sus rectas. Según esto, se pueden considerar dos 
casos en la representación de cada uno de dichos puntos, y 
el número de casos aumentará muy rápidamente con el nú¬ 
mero de puntos. Mas no siempre es necesario tomar en consi¬ 
deración todos los casos diferentes. Cuando en la demostra¬ 
ción misma se distinguen varios casos, entonces se puede 
aclarar cada uno con una figura especial. Por el contrario, si 
la demostración tiene un carácter general, una sola figura, 
que represente cualquiera de los casos, llena completamente 
su objeto. Pues, en general, la intervención de la figura no es 
necesaria; lo que realmente hace es facilitar la comprensión 
de las relaciones enunciadas en el teorema y de las construc¬ 
ciones acaso necesarias para la demostración, y, además, es 
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un fecundo medio para descubrir tales relaciones y constiuc- 
ciones. (*) Pero si no se teme el sacrificio de tiempo y trabajo, 
se puede prescindir de las figuras en la demostración de los 
teoremas; más aún, el teorema sólo está realmente demostra¬ 
do cuando la demostración es completamente independiente 
de la figura. 

Los axiomas no se pueden concebir sin la figura corres¬ 
pondiente; son la expresión de lo que se ha observado en 
ciertas figuras muy sencillas. Los teoremas no se fundan en 
la observación, sino que son demostrados; toda conclusión 
que aparece en el curso de la demostración debe confirmarse 
en la figura, pero no es con ella como se justifica, sino con 
una proposición cierta (ó definición) que le precede. Siempre 
hemos enunciado con precisión estas primeras proposiciones, 
y aún en los casos en que, por abreviar, no se haya hecho 
así, podíamos referirnos á una proposición cierta. A poco que 
se separe de este procedimiento, pierde ya toda precisión el 
espíritu de la demostración. 

En la obra de Euclides vemos aparentemente realizada 
una separación exacta entre los axiomas y teoremas. En el 
primer libro de los Elementos se colocan en piiiner térmi¬ 
no 35 definiciones, las cuales deben representar, para di¬ 
cho libro, lo que pudiéramos llamar índice de los conceptos 
fundamentales y derivados, pero sin un límite de separación 
bien definido. A continuación se enuncian 3 postulados y 12 
axiomas: estas 15 proposiciones se pueden considerar como 
axiomas. A ellas hace seguir Euclides los teoremas, en la 
creencia—así debemos pensarlo—que, con lo ya puesto, tiene 
preparado todo lo necesario para poder demostrar las propo¬ 
siciones del primer libro. Pero ya la primera demostración 


(*) Gino Loria, en una comunicación dirigida á II Bolletino de Ma¬ 
temática (a.ño V, núm. 10-12)el 4 de Diciembre de 1906, cita los dos siguien¬ 
tes casos de descubrimiento por construcción geométrica: l.° Ivon-Villar- 
ceau •, siendo estudiante de la Escuela Central de París, al dibujar una lá¬ 
mina de Geometría descriptiva, descubrió las secciones circulares del toro, 
no meridianas ni paralelas. 2.° Por mucho tiempo se admitió que «toda 
cónica que pase por cinco puntos de inflexión de una cuártica plana, con¬ 
tiene otros tres», hasta que F. Klein (Math. Ann ., tomo X, 1876, pági¬ 
na 397) demostró su falsedad, deducida de la inspección de las hermosas 
láminas relativas á tales figuras publicadas por Beer en 1852.—(AT. T.) 
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permite apreciar la insuficiencia de la recopilación efectua¬ 
da. Se trata, en efecto, de hacer ver la posibilidad de cons¬ 
truir (en un plano) un triángulo equilátero sobre cualquier 
segmento rectilíneo dado AB. Para ello se describen dos cir¬ 
cunferencias de círculo de radio AB y centros A y B, respec¬ 
tivamente, y se trazan los segmentos rectilíneos que van del 
punto <7, en que ambas se cortan, á los A y B. Deben ahora 
justificarse cada una de las partes de la demostración y cada 
una de las construcciones efectuadas, y esto por medio de 
proposiciones previamente establecidas. Que existen las dos 
circunferencias de centros A y B y radio AB se sigue, en efec¬ 
to, del tercer postulado, según el cual se puede describir (en 
un plano) un círculo de centro y radio dados. Que existen los 
dos segmentos AC y BC se sigue del primer postulado, según 
el cual se puede trazar el segmento rectilíneo que va de uno 
á otro de dos puntos dados. Por consiguiente, en cuanto á las 
dos circunferencias y á los dos segmentos, está Euclides en 
condiciones de dar las referencias necesarias á proposiciones 
anteriores. Pero inmediatamente que se introduce la conside¬ 
ración de los dos círculos, se habla del punto C en que se cor¬ 
tan ambos. ¿En virtud de qué principio existe un punto de tal 
naturaleza? En la obra de Euclides no hay indicación alguna 
que á ello se refiera, y esta laguna no puede tampoco llenarse 
con sus propios materiales, pues nada hay antes del primer 
teorema que diga que aquellas circunferencias deban cor- 

tar¡ Si la intención de Euclides era, pues, hacer preceder á los 
teoremas los recursos necesarios para su demostración, y re¬ 
ferirse más tarde á ellos en cada una de las deducciones y 
construcciones, no ha logrado por completo su propósito. Res¬ 
pecto de dicho primer teorema, hubiera debido sentar, por 
ejemplo, el siguiente principio: «Dos circunferencias de un 
plano, cada uno de los cuales pasa por el centro de la otra, se 
cortan», bien como un axioma, bien como teorema basado en 
una demostración. Se ve en seguida que la única causa de 
esta deficiencia es aquí la figura que acompaña á la pi oposi¬ 
ción relativa al triángulo equilátero, cuando se intenta la de¬ 
mostración sin hacer la figura. Siempre se puede hacer uso 
de las dos circunferencias, puesto que así lo permite el tercer 
postulado; pero, para poder pasar adelante, falta todo apoyo 
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en tanto no se tiene la figura á la vista. Es verdad que la 
figura no deja lugar á duda sobre la existencia del punto C, 
mas tampoco la deja sobre la existencia de las circunferen¬ 
cias de centros A y B y de los segmentos ACy BC y y, sin em¬ 
bargo, la posibilidad de la construcción de tales circunferen¬ 
cias y segmentos ha sido enunciada y citada. ¿Por qué razón, 
siendo de evidencia casi igual, y estando justificadas por sen¬ 
cillas observaciones las diversas partes de la construcción, 
unas son expresamente formuladas y otras no? 

No intentaremos marcar un límite de separación entre los 
procedimientos demostrativos que consisten en la aplicación 
de principios y definiciones anteriores, y los de cualquiera 
otra naturaleza—lo cual sería muy difícil de realizar—, pero 
sólo admitiremos como buenas aquellas demostraciones en 
que constantemente se refiere ó puede referirse á principios y 
definiciones anteriores. Cuando para la comprensión de una 
demostración es indispensable la figura correspondiente, la 
demostración no satisface las condiciones que nosotros le im¬ 
ponemos (condiciones que, ciertamente, se pueden cumplir); 
en una demostración perfecta, puede prescindirse de la figu¬ 
ra. No sólo en la forma dada por Euclides, sino después de 
las múltiples transformaciones que en el transcurso del tiem¬ 
po han experimentado, adolecen de dicha imperfección nume¬ 
rosas demostraciones de Geometría: sólo que en la obra de Eu¬ 
clides los errores aparecen manifiestos, y en ninguna parte 
están disimulados por palabras. No puede objetarse que mu¬ 
chas veces puede lograrse el fin perseguido sin el trazado de 
la figura, con sólo imaginarla. La figura imaginada es admi¬ 
sible únicamente en tanto que coincide con una real. Pero 
aunque se admitiese alguna, cuyo único origen fuese pura¬ 
mente imaginativo, no estaríamos dispensados déla obliga¬ 
ción de dar cuenta exacta de los medios de demostración to¬ 
mados de ella (*). 

Supuesto el que no se conceda á la figura otro papel que 
el acabado de explicar, basta una sola, trazada á capricho, 
siempre que no se distingan varios casos en los teoremas y 
demostraciones. Según esto, cuando se trate de puntos cua¬ 
lesquiera, en lo posible se representarán en la figura, sin va- 


(*) Véase, además, el final del § 12. 
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cilar, por puntos propios, aun en el caso de no tratarse de 
puntos de esta especie. Así, por ejemplo, sólo se representa 
eficazmente que tres rectas tienen común un punto cual¬ 
quiera P, cuando se toma como propio, y una vez hecho esto, 
se puede ya utilizar la figura, aunque, claro es, deberá exa¬ 
minarse entonces con gran cuidado si los diversos puntos re¬ 
sultan propios porque así deban ser, ó sólo por acaso. 
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34 . Lo dicho hasta aquí no basta para resolver si se pue¬ 
de trazar siempre una recta por dos puntos arbitrarios, ni si 
los puntos comunes á dos planos están en línea recta, ni si un 
plano está determinado por tres cualesquiera de sus puntos 
no situados en una recta, ni si se puede trazar un plano por 
tres puntos cualesquiera. Las tres primeras cuestiones están 
íntimamente relacionadas entre sí, y de ellas vamos á ocu¬ 
parnos ahora; la cuarta 
será objeto, más adelante, 
de un estudio especial. 

Sean A y B puntos cua¬ 
lesquiera. Si tomamos un 
punto propio D, tal que 
A, By D no estén en línea 
recta, podremos trazar 
por A, B y D un plano de¬ 
terminado P; si E es un 
punto propio exterior al 
plano P, tampoco están 
en una recta los puntos A, B y F‘ luego por ellos pasa un plano 
determinado Q (*). Los planos P y Q pueden tener una recta 
común r; cuando esto ocurre, hay un haz de planos P Q de 



(*) Por los teoremas 5.° y 3.° del § 6.— (N. T.) 
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arista r. Entonces, por el punto arbitrario F no situado al 
mismo tiempo en los planos P y Q, pasa un plano del toz y 
sólo uno que llamaremos B. Concretándonos ahoia al caso en 
que F sea propio, podemos trazar el plano R sin uUUzar la 
arista del haz de planos; dos puntos cualesquiera A y Bde 
los comunes á los planos P y Q, juntos con el F, bastan para 

determinar el plano R. P v O 

En el caso de no haber recta común á los P la ^ P y ^ 
es también aplicable la construcción dada para el plano R l )• 
Mas ocurre preguntar si el resultado de la construcción será 
independiente en todos los casos de los puntos á ^ 

Díanos P y Q que se hayan utilizado, es decir, si, siendo A, JJ 
fe tres de estos puntos, los planos ABF y AGF coinciden 



siempre; ó, en otros términos, si los puntos A, B, C y Fes- 
tán siempre en un plano. Puede demostrarse que asi sucede, 

en efecto ((*) **). 


(*) En efecto, basta trazar la recta FA (intersección ^'osdosplanos 

proyectantes de las dos rectas que determinan A análogamente, 
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Designemos por A, B y C tres puntos cualesquiera comunes 
á los dos planos P y Q, y por F un punto propio no situado en 
aquellos planos, con lo cual ni A, B y F, ni A, C y E, ni B, C 
y F están en linea recta. Tomemos en el plano Ci el pun¬ 
to propio arbitrario A„ no situado al mismo tiempo en P (de 
modo que no están en línea recta ni A, B y A,, ni A, Gy A„ 
ni B CyA.Y, después, el punto propio B¡ (distinto del C), en 
la recta A¡C, situado, respecto del plano P, al mismo lado 
que A.: las rectas AB t y BA, son distintas una de otra y se 
cortan en un punto G, (*)■ Aunque sólo se necesita que sean 
propios A, y B ,—y precisamente el caso de que lo sea tam¬ 
bién alguno de los A, B y C no nos interesa-, representare¬ 
mos sin inconveniente como propios los puntos A, B, t y A, 
en la figura aclaratoria, en atención á la importancia secun- 
daría que debe atribuirse á ésta. 

Los puntos A¡ y 5, están al mismo lado de P; tomemos al 



otro lado el punto propio K (no situado en Q). Entonces, el 
plano P es cortado por la recta KA t en un punto propio A„ 


ayuda de la adición al § 5; véase la adición al presente articulo. 

' Mientras no se diga expresamente punto propio, no se olvide que 
la palabra punto se emplea como equivalente a radiación, con o 
vértice. — (N. T.) 
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situado entre K y A,; por la recta KB , en un punto pro¬ 
pio « 2 , entre K y B u y por la recta KC, en otro punto C 2 . Los 
puntos A, B 2 y C 2 están los tres en el plano KB¡C, (por estar 
en las rectas £,<7,, KB t y KC U respectivamente); los pun¬ 
tos B, G, y A t , en el KG 2 Aú los puntos C, A, y B¡, en 
el KA,B r Como A 2 y son puntos propios, se deduce que 
tanto A, B 2 y C 2 , como B t C 2 y A¡ y C, A¡ y están en linea 
rGctíi (^) • 

Elijamos ahora en el plano P el punto propio L arbitraria¬ 
mente, pero fuera del plano Q y de las rectas B 2 C 2 , C 2 A 2 

y A^Bz, y, además, en 
M la recta A^L, el punto 

A Anfrd A _ \7 T. 



propio A 3 , entre A 2 y L. 
Entonces, los puntos A x 
y A 3 están contenidos en 
el plano A^KL] por con¬ 
siguiente, también lo 
está la recta A l A s , la 
cual, por no pasar entre 
A 2 y K , pero sí entre A 3 y 
L, pasa entre K y L .((*) **), 
es decir, la recta KL es 
cortada por la A Í A 3 en 
un punto propio M en¬ 
tre K y L. Del mismo 
modo que se hizo con el 
punto K podemos operar 
con el punto M para ha¬ 
llar los puntos de inter¬ 
sección del plano P con 


Fig. 17. 


las rectas MA U MB X y MC V Como K y M están al mismo lado 
del plano P, pero Ky A x á distintos lados, ni M y A¡, ni M y B { 
están al mismo lado (***). Por consiguiente, no sólo es encon¬ 
trado el plano P por la recta MA X en un punto propio A 3 , sino 
también por la MB X en un punto propio B 3 , y el punto A 3 está 


(*) Según el teorema 10.° del § 6. 

(**) Por el teorema 10.° del § 2.— (N. T.) 

(***) Según la definición y el primer teorema contenidos en el núme¬ 
ro 21 .-(N. T.) 
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en la recta A % L entre A, y L, y el B, está en la recta B L (pues 
B, L y B. están al mismo tiempo en los planos P y , 
entre B, y L (pues, en el plano B,KL, la recta lí, pasa en ¬ 
tre K y L, pero no entre K y B a ). Finalmente, el plano P es 
cortado por la recta UC, en un punto G, que pertenece á la 
recta C t L (pues G % L y C s son comunes á los planos P y C,KM). 



Según esto, tanto A, B, y C, como B 6 3 yA s y -fv/c^concu- 
tán en línea recta (*) y las rectas A 2 A 3 ,B 2 B 3 y 2 3 
rren en el punto L. La figura así formada en el plan. 
tiene los puntos A, B y Ccomo puntos de intersecóte de las 
rectas B, C,, CA y A.B, con las correspondientesA ft, C.A* 
y A,B,, y conduce, por intermedio de los puntos K y M á los 
B y O, tomados en el plano Q, como puntos de mtersec- 


(*) Pues, por ejemplo, -4, B 3 y C 3 
P, M. ~(N. T.) 


comunes á los planos P y 
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ción de las rectas KA 2 , KB 2 y KC ¿ con las MA 3 , MB 3 y MC 3 , 
respectivamente. 

Hemos supuesto que el punto propio F está fuera del pla¬ 
no P. Si en la prolongación del segmento A 3 F por el extre¬ 
mo F, tomamos el punto propio N, la recta A 2 F estará situa¬ 
da en el plano A 3 LN y encontrará á la recta LN en un pun¬ 
to propio O, entre L y N, y las rectas OA 2 y NA 3 se cortarán 
en el punto propio F. La recta OP 2 se halla en el plano B 3 LN 
y corta á la NB 3 en un punto propio G, entre B 3 y N. Final¬ 
mente, las rectas OC 2 y NC 3 , situadas en el plano C 3 LN , dan 
un punto de intersección H. Los puntos F, G y H se pueden 
unir por las rectas GH, HFjFG. Como los planos OB 2 C 2 y 
HB 3 Cg tienen comunes los puntos A, G y Hy, por consiguien¬ 
te, también la recta GH, el punto A está en dicha recta GH ; 
análogamente, B está en la recta HF y C en la FG, y las tres 
rectas son distintas una de otra. El plano determinado por los 
puntos F, G y H contiene, pues, los puntos dados A, B y C, 
y los planos ABF, ACF y BCF son, por tanto, idénticos, 
como se quería demostrar. 

Este resultado puede enunciarse en la siguiente forma: Si 
tres planos P, Q y R tienen dos puntos comunes Ay B, todo 
punto común á dos de ellos está contenido también en el ter¬ 
cero. En efecto, si el punto C es común á los planos P y Q, y 
F es un punto propio del plano R (no situado en P ni en Q), 
los planos ABF y ACF coinciden, esto es, C está en el pla¬ 
no R. En general, si tres ó más planos pasan por dos puntos, 
por todo punto que pertenece á dos de ellos, pasan todos los 
demás. 

35 . Generalizando las definiciones hasta aquí es¬ 
tablecidas, cuando tres planos P, Q y R tengan dos 
puntos comunes, diremos siempre que el plano R 
pertenece al haz de planos PQ, ya se haya reconocido ó 
no la existencia de una recta de intersección de estos planos. 
Si los planos P y Q tienen una recta común, diremos que R 
pertenece al haz de planos propio PQ. Pero, aunque no 
exista una recta de intersección de Py Q, por todo punto pro¬ 
pio F se puede trazar un plano, y sólo uno, que pertenezca al 
haz PQ; pues si A y B son puntos comunes á P y Q, el plano 
ABF coincide con el P. 

Los puntos A y B son comunes á cada dos planos tomados 
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arbitrariamente en el haz PQ, y extendiendo la denomina¬ 
ción «plano del haz PQ» á los mismos P y Q, podemos decir 
que dos planos cualesquiera pertenecen siempre á un haz de pla¬ 
nos y que un haz de planos está determinado por dos cuales¬ 
quiera de sus planos. 

Para designar un haz de planos se utiliza también una sola 
letra; en el haz propio de planos, convendremos en que toda 
denominación del haz sirva al mismo tiempo para su arista. 
Designemos por r un haz cualquiera de planos. Un punto que 
al mismo tiempo pertenece á dos planos del haz, es común á 
todos los planos del mismo; lo llamaremos punto del haz de 
planos r. Todo plano trazado por dos puntos del haz r perte¬ 
nece á él y contiene, por tanto, todos los puntos del mismo. 
Si se designa por r un haz propio de planos, es decir, si r es 
la denominación de una recta, se toman como idénticas las 
expresiones «punto de la recta r» y «punto del haz propio de 
planos r», así como estas otras: «plano que pasa por la recta r» 
y «plano del haz r». 

Según esto, podríamos prescindir por completo, de aqu^en 
adelante, de usar la palabra «recta» y, en su lugar, hablar 
simplemente de haces de planos (propios y cualesquiera). Más 
conveniente es, sin embargo, extender aquel uso en la misma 
forma que se ha hecho ya con el de la expresión «haz e p a 
nos». Así, pues, no emplearemos más la palabra «recta» en el 
significado que hasta aquí tenía, sino que definimos como 
equivalentes las expresiones *A es un punto de la 
recta r» y «A es un punto del haz de planos i», i, a 
mismo tiempo, se conviene en llamar recta propia á la r, 
cuando el haz de planos r sea propio, la expresión «recta pro¬ 
pia» vendrá á substituir á la palabra «recta» sin calificativo, 
á la cual se ha dado ahora otra aplicación. Mas por esto no 
deben perder su validez las definiciones y denominaciones 
dadas anteriormente, salvo las excepciones indicadas ya al 
tratar de las radiaciones de rectas. Así, poi ejemp o, amamo 
radiación de rectas al conjunto de rectas cualesquiera (rayos) 
que pasan por un punto; si todos los puntos de la recta r están 
en el plano A, decimos: la recta r está en el plano R, etc. 

30 . Los teoremas establecidos en los artículos prece en- 
tes son ahora susceptibles de generalización, de e os, so o e 
tercero queda invariable. 
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1. ° Por dos puntos se puede siempre trazar una recta. 

Pues si se trazan los planos P y Q por los puntos A y B, 

éstos serán puntos del haz de planos PQ y, por consiguiente, 
«puntos de una recta». 

2. ° Toda recta está determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos. 

Pues si A y B son puntos de la recta r, esto es, puntos del 
haz de planos r , este haz está determinado por los puntos 
A y B. 

3. ° Por un punto propio y dos cualesquiera se puede tra¬ 
zar siempre un plano. 

4. ° Todo plano está determinado por tres cualesquiera de 
sus puntos, no situados en línea recta. 

En otros términos: Si tres puntos están situados en dos 
planos, están en línea recta. 

5. ° Una recta que tiene dos puntos comunes con un plano, 
está situada por entero en él. 

O de otro modo: un plano que contiene dos puntos de un 
haz, pasa por todos los puntos del mismo. 

6. ° Por una recta propia y un punto cualquiera, y también 
por una recta cualquiera y un punto propio, se puede siempre 
trazar un plano. ' 

7. ° Todo plano está determinado si de él se conocen una 
recta y un punto no situado en ella. 

8. ° Por una recta cualquiera y otra propia, que tengan un 
punto común, se puede siempre trazar un plano. 

9. ° Todo plano está determinado por dos cualesquiera de 
sus rectas. 

10. ° Toda recta que contiene un punto propio es recta 
propia. 

11. ° Dos rectas de un plano tienen siempre un punto 
común. 

En efecto: sean las rectas e y f, situadas en el plano P, y 
tracemos por cualquier punto propio M, exterior al plano, los 
planos eM y fM. Como éstos se cortan en una recta propia, 
los planos eM, fM y P tendrán común un punto N, y este pun¬ 
to N está en la recta e (pues está en los planos eM y P) y en 
la recta / (pues está en los planos fM y P). 

12. ° Una recta y un plano tienen siempre un punto 
común. 
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En efecto: dada la recta h y el plano P (de modo que h no 
esté en P), si se designa por Q un plano cualquiera trazado 
por h, y por g el haz de planos PQ, ¿ y g son rectas del pla¬ 
no Q y, por consiguiente, se cortan, y el punto gh es común á 
la recta h y al plano P. 

13. ° Dos planos tienen siempre una recta común. 

En efecto: por los planos P y Q se puede trazar un haz de 
planos PQ. Si se designa éste por r, se dice que P y Q son 
«planos que pasan por la recta «*». 

14. ° Tres planos tienen siempre común un punto ó una 

recta. 

En efecto: dos cualesquiera de los planos P, Q y R, por 
ejemplo, los P y Q, dan una recta de intersección r, y esta 
recta está en el plano P ó tiene un punto común con él. En 
este último caso, el punto vR es el de intersección de los pla¬ 
nos P, Q y P. 

37 . Salvo el teorema 10.°, no tenemos medio alguno para 
distinguir si la recta á que conduce una construcción deter¬ 
minada es ó no recta propia, advirtiendo que, al hablar aquí 
de construcción, empleamos esta palabra ampliando su 
significado — ampliación que también sufre el de la pa a 
bra figura—al admitir también ahora rectas cualesquiera en 
lugar de rectas propias. Una recta se define por dos de sus 
puntos ó de sus planos. El encuentro de dos rectas de un pla¬ 
no ó de una recta y un plano ó de tres planos, da lugar á nue¬ 
vos puntos; y la unión de dos puntos ó la intersección de dos 
planos da lugar á nuevas rectas; únicamente para la obten¬ 
ción de planos no pueden utilizarse elementos eualesquieia, 
sino que uno de ellos ha de ser un punto propio ó una íecta 
propia. Pero, siempre que no sea precisa ninguna recta pro¬ 
pia, se puede hacer abstracción de las rectas y operar con 
dos puntos ó dos planos que pertenezcan á ellas. La necesidad 
de tal substitución puede ser debida á que la extensión del 
campo de construcción sea limitada. 

Después de lo dicho al final del artículo precedente, casi 
no hace falta añadir que en toda ocasión en que se haga uso 
de figuras para aclarar los razonamientos, podrán emplearse 
en ellas rectas propias en lugar de rectas cualesquiera, y asi 
lo haremos nosotros siempre, porque de esta manera cumplen 
las figuras mejor su cometido. No se hubiera podido hacer 
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asequible á la Geometría esta importante ventaja, si no se hu¬ 
biese dado á la aplicación de las palabras «punto» y «recta» 
toda la extensión que se reconoció como posible, y que en se¬ 
guida ha sido confirmada por una gran flexibilidad del len¬ 
guaje. 

38 . Una cierta clase de proposiciones ha quedado limita¬ 
da á puntos y rectas propios, porque sólo de tres puntos pro¬ 
pios de una recta puede decirse que uno de ellos está entre 
los otros dos. Pero algunas de aquellas proposiciones no con¬ 
tienen de un modo explícito el concepto aún no generalizado, 
sino el concepto derivado de pares separados. Este último es 
susceptible ahora de generalización, en igual forma que los 
de punto, recta y el mismo de plano, y vamos á establecerlo 
para puntos cualesquiera de una recta arbitraria. Ya en el 
artículo anterior hubiera podido hacerse esta generalización 
á puntos cualesquiera de una recta propia, pero no nos hu¬ 
biera evitado esto una repetición de los mismos razonamien¬ 
tos en este lugar. 

Tomemos en una recta cualquiera r los puntos A, B, Cy D 
y designemos por M y M' dos puntos propios, exteriores á la 



M 


r 


A 


Fig. 19. 


recta r, por U y U' los planos rM y rM', por a, b, c y d las 
rectas propias MA, MB, MC y MD del plano TJ, y por 
a ', c' y d' las rectas propias M' A, M' B , M' Cy M'D del 
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plano U'. En tal caso, podrá ocurrir que b y c estén separadas 
por ay d, que lo estén a y c por b y d ó que lo estén «y b 
por c\ d. Supongamos que a y b están separadas por c y , } 
vamos á demostrar que también, entonces, están separadas 
a' y &' por c' y d '. 

En el caso de ser diferente uno de otro los planos UjU, 
la demostración resulta en seguida de lo dicho al fanal 
del § 4 ( 23 ); pues, designando por P, Q, R y S los planos 
aa' bb’, cc y dd' que pasan por la recta MM , los planos P 
y 4 estarán separados por los B y B, en virtud del teorema 
expuesto en el núm. *3, y, por consiguiente, según el reci- 
proco, cuya certeza íué establecida en el mismo párrafo tam¬ 
bién a' y b' están separados por c y d'. Si los planos U y 
coinciden en uno, se toma fuera de él un punto propio M , 
que se une con los A, B, G y D por medio de las rectas 
a" b" c" y d", y entonces, de lo que acabamos de decir 
se deduce que, por estar las rectas a y b separadas por las 
c y d, lo están las a" y b" por las c" y d" y, por consecuen- 
cia, también las a y &' por lase yd. 

Según esto, la propiedad de estar separadas las rectas 
UA y MB por las MC y MD es independiente de la elección 
del punto propio M, lo cual da lugar á una división de los 
puntos A, B, C y B, tomados en la recta r, en dos paies 

^Esta^división coincide con una ya considerada cuando 
A.B.CyD son puntos propios. Entonces, la recta r es piti¬ 
pia; si los puntos C y D perteneciesen al ¡segmento AB,U* 
semirectas MC y MD estarían entre las MA y MB, y las rec¬ 
tas a y ó no estarían separadas por las c y • or consiguien 
te, los puntos C y D no pueden ser los dos interiores al seg¬ 
mento AB-, tampoco pueden ser ambos exteriores al mismo 
segmento, luego se hallarán uno dentro y otro fuera del seg¬ 
mento AB, es decir, los puntos A y B están sepaiados por 
los C y D. Según esto, cuando, tratándose de puntos cua¬ 
lesquiera de una recta cualquiera, se diga que os 
A y B están separados por los C y D (ó que C está 
entre Ay B, por exclusión de D, ó respecto del punto limi¬ 
te E), debe entenderse que, tomando un punto propio M fue¬ 
ra de aquella recta, las MA y MB están separadas por las 
MC y MD. Introduciendo esta locución, podemos aplicar con 
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toda generalidad á puntos cualesquiera de una recta cual- 
ra, todas las proposiciones en que únicamente se trate de pa¬ 
res de puntos separados en una recta. 

Si los puntos A, B, C y E pertenecen á una recta, los B y C 
están separados por los A y E, ó lo están los C y A por los B 
y E, ó lo están los A y B por los 0 y E, y cada una de estas po¬ 
siciones excluye las otras dos. 

Si los puntos A,, B y E pertenecen á una recta, se puede 
elegir en ella el punto C, de manera que los A y B estén separa¬ 
dos por los C y E. 

Si, en una recta, los puntos A y B están separados por los de 
uno de los pares CE ó DE, pero no por los del otro, los A y B 
están separados por los C y D. En caso contrario, A y B no es¬ 
tán separados por C y D. 

Si, en una recta, los puntos A y B están separados por los C 
y E, también los C y E están separados por los A y B. 


Adición al § 7. 

(Véase Mathematische Annalen, 1888, tomo XXXII, pág. 159.) 


En el número 34 del artículo anterior, hemos designado 
por A, B y C tres puntos pertenecientes al mismo tiempo á los 
dos planos P y Q, y por F un punto propio no situado en nin¬ 
guno de los dos planos, y hemos probado que, entonces, los 
puntos A, B, C y F están en un plano. 

La demostración dada para esto en dicho artículo se puede 
abreviar ahora. Para conseguirlo, construyamos la figura 15 
en la forma explicada ( 34 ), pero de modo que el punto pro¬ 
pio K se elija fuera, no sólo del plano Q, sino también de los 
planos FB X C x , FC X A x y FA B x . Entonces, los puntos A 2 , B 2 y C 2 
están en el plano P, y los A X B X y C x en el Q, de tal modo que 
las rectas B 2 C 2 y B x C x se encuentran en A, las C 2 A 2 y C X A X 
en B, y las A 2 B 2 y A X B X en C. Si se une F con K, A 2 , B 2 , C 2 , 
A u B 1} C x , A, B y C por medio de las rectas l, p, q, r, p', q', 
r '> P"> 0." Y r ", éstas son diferentes entre sí, y ni las^, q y r, 
ni las y, q' y r' están en un plano. Mas, como las contenidas 
en cada uno de los grupos Ipp', Iqq', Irr', p'qr, p"q'r', 
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q"rp } q'r'p', v"pq y r'p'q' están en un plano, los planos pp 
qq y rr f se’cortan en l y los qr y qr', los rp y rp y losjpg 
y pq se cortan en p ", q” y f”, respectivamente. Poi consi¬ 
guiente, p", q" y r" son rectas de un plano (adición al § 5 ) 
y, en consecuencia, A, B, C y F son puntos de un plano. 
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39 . Los teoremas 8.°, 6.° y 8.° del artículo precedente in¬ 
ducen á preguntar si se podrá trazar un plano por tres pun 
tos, por una recta y un punto ó por dos rectas que se cortan, 
en el caso de no ser propio ninguno de estos elementos. 
Sean A, B y G tres puntos cualesquiera no [situados en línea 
recta. Si por ellos pasa un plano, á él pertenecen las rectas 


AB, ACy BC, y el plano que¬ 
da también determinado por 
la recta AB y el punto C ó 
por las rectas A B y A (7; si to¬ 
mamos en la recta AB el pun- 



C to D (distinto de los A y B), 
y en la recta AG el punto JE 
(distinto de los A y C, con lo 
cual también D y JE son dis¬ 
tintos), dentro de la misma 


Fig. 20. 


hipótesis, también DE es una recta de aquel plano, y debe 
encontrar en un punto á la recta BC. Vamos á demostrar 
ahora que esta relación entre las rectas BC y DE es m epen 
diente de la existencia de un plano que pase por A, y > 
esto es, que las rectas BC y DE se cortan en todos los casos. 

Para la demostración (*) tomamos una recta propia auxi- 


(*) Dada por primera vez en una de mis lecciones en Diciembre 


de 1873. 
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liar que no encuentre á ninguna de las cuatro rectas AB, AC, 
B G y DE, y en ella los puntos propios K, LyM,de tal modo, 
que no puedan ser unidos A,ByC 
con K ni con M por medio de pla¬ 
nos (*). Elijamos en la recta MA el 
punto propio A x (distinto de los M y A) 
y designemos por A 2 el punto de inter¬ 
sección de las rectas KA y LA U si¬ 
tuadas en el plano A KM. Finalmen¬ 
te, tracemos por A 2 un plano P que 
no contenga á ninguno de los puntos 
hasta aquí citados. El plano P es encontrado por la recta KA 
en A 9 y supongamos que es cortado por las KB, KC, KD y KE 
en los puntos que designamos por P 2 , (7 2 , P 2 y E 2 , respec¬ 
tivamente. Estos puntos son distintos entre sí y de los ante¬ 
riores (**); los A 2 , P 2 y C 2 
no están en línea recta; 
por el contrario, lo están 
los A 2 , P 2 y P 2 (por estar 
(J en los planos P y ABK), y 
también los A if C 2 y E 2 
(por estar en los planos P 

y ack). 

Si A 3 , B 3 , C 3 , D s y E 3 
son los puntos de intersec¬ 
ción del plano P con las 
rectas MA, MB, MG, MI) 
y ME, también son distin¬ 
tos entre sí y de los puntos 
A, B, C, D, E, K, L, M y A; los Á 3 , B 3 y D 3 , así como los 
A 3 ; C 3 y E 3 están, respectivamente, en línea recta; pero no 
ocurre lo mismo á los A 3} B 3 y C 3 . Como estas figuras están 



(*) Que esto es siempre factible, so ve fácilmente. Para lo primero 
basta trazar por un punto propio no situado en ninguna de las rectas da¬ 
das una recta no situada en ninguno de los cuatro planos proyectantes 
desde dicho punto. Para lo segundo basta observar que, en virtud do la 
hipótesis anterior, ó no existe en dicha recta ningún punto propio situado 
en un plano con los A, B y C, ó sólo hay uno. (§ 7, T. 5.° y 11.°). (N . T.) 

(**) De las anteriores, por la construcción del plano P; entre sí, por 
el teorema 2.° del § anterior.— (N . T.) 
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contenidas en un plano, las rectas B 2 C 2 y D 2 E 2 se encuen¬ 
tran en un punto F 2 , y las rectas B 3 C 3 y D 3 E 3 en un punto F 3 . 

Si es cierta nues¬ 
tra afirmación de que 
BC y DE tienen un 
punto coíhún, en él 
deben encontrarse las 
rectas KF 2 y MF a , lo 
mismo que las KA 2 
y MA 3 se encuentran 
en A , las KB 2 y MB 3 
en B, las KC 2 y MC 3 
en C, las KD 2 y MD 3 
en D y las KE 2 y ME 3 
en E. Veamos, pues, 
si KF 2 y MF 3 están 
en un plano; para ello 
es, sin embargo, ne¬ 
cesario efectuar nue¬ 
vas construcciones. 
Las rectas LA 2 y 

MA 3 tienen común el punto propio Ay. También las LB 2 y 

MB 3 , por estar situadas en 
el plano BKM, determinan 
un punto de intersección By 
y, análogamente, las LC 2 j 
MC¿, las LD 2 y MD 3 y las 
LE 2 y ME 3 determinan los 
puntos C x , D x y E v Es fá¬ 
cil ver que, tanto los puntos 
A l , B x y 2>i, como los A u C x 
y E l están en línea recta; 
pues los planos A. 2 B 2 L y 
A 3 B 3 M son distintos uno 
de otro y tienen comunes 
los puntos A l} B x y D u y 
también son distintos en¬ 
tre sí los planos A 2 C 2 L y 
A 3 C 3 M y tienen comunes los puntos Ay, Cy y E L . Pero los 
puntos A^, B x y C x no están en línea recta, porque las rec- 















.84 § 8 . — GENERALIZACIÓN DEL CONCEPTO DE «PLANO» 


tas MA, MB y M Cno están en un plano; determinan, pues, un 
plano Q que contiene la recta A l B l con el punto D u y la A t G x 
con el punto E x . Ahora bien; si las rectas KF 2 y MF 3 están en 
un plano, éste debe contener también las LF y MF 3 y, en efec¬ 
to, ahora puede hallarse el punto común á estas dos rectas. 

El plano Q contiene las rectas B x G ± y A-#,,Jas cuales tie¬ 
nen, por tanto, un punto común F x (L, M y F x no están en lí¬ 
nea recta). Los puntos L, F 2 y F x están en una recta (en los 
planos B 2 G 2 L y D 2 E 2 L\, también los M, F z y F t (en los pla¬ 
nos B 3 C 3 M y D 8 E S M)- por consiguiente, las rectas LF 2 y MF 3 
se encuentran en F u y las rectas KF 2 y MF 3 del plano LMF X 
se cortarán en un punto F. Los puntos B, C y F están en una 
recta (en los planos B 2 C 2 K y B S C S M ); lo mismo ocurre á los 
D, E y A en los planos D 2 E 2 K y D 3 E 8 M); luego las rectas BC 
y DE tienen el punto A 1 común, con lo cual queda demostrado 
lo que nos proponíamos. 

40 . Los puntos B, C, D y E estaban sujetos á la condi¬ 
ción de no estar tres de ellos en línea recta, y á la de que las 

rectas BD y GE' se corta¬ 
sen en un punto A. Ahora 
bien; así como esta condi¬ 
ción obliga á cortarse á las 
rectas BG y DE, de igual 
manera trae como conse¬ 
cuencia la intersección de 
las rectas GD y BE. Pero 
se puede prescindir de la 
condición de que entre los 
puntos B, C, D y E no haya tres en línea recta, y enunciar, 
por tanto, el siguiente teorema: 

Si los puntos A, B, C y D se eligen de modo que las rectas 
BC y AD se encuentren , también las rectas CA y BD, asi como 
las AB y CE, se cortan. 

Tales puntos ofrecen un singular interés en este sitio, siem¬ 
pre que tres cualesquiera de ellos no estén en línea recta y, 
por consiguiente, que el punto de intersección E de las rectas 
BG y AD no coincida con ninguno de aquellos cuatro. Cuan¬ 
do por los puntos A, B y G pasa un plano, el punto Ey la rec¬ 
ta ED están contenidos en él y, por tanto, el punto D está si¬ 
tuado en el plano ABG. Pero, aunque no pueda afirmarse la 
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existencia de un plano que pase por A, B y C, diremos tam¬ 
bién que el punto D está en el plano ABC, no limitando el sig¬ 
nificado de la palabra plano al que hasta aquí tenía. En ade¬ 
lante, pues, al decir que «D está en 
el plano ABC»— en lo cual se supone, 
desde luego, que A, B, C y D son pun¬ 
tos entre los cuales no hay tres en línea 
recta —no expresaremos otra cosa 
que la propiedad de que las rec¬ 
tas BC y AD y, por tanto, las CA 
y BD y las AB y CD se cortan, 

Fír. 26. ^ J i j ■ • 

mientras que reservaremos la denomi¬ 
nación «plano propio» para emplearlo donde, según el 
modo de hablar hasta aquí, debiera decirse, simplemente, 
plano. Los puntos A, B y C pueden ser cualesquiera, y tam¬ 
bién el A está en el plano BCD, etc. 

Consideremos el punto E, situado en la recta B C, sin coin¬ 
cidir con B ni C, y el A, exterior á BC. Se obtiene un punto D 
«situado en el plano ABC», tomando en la recta AE un punto 
cualquiera, sin otra restricción que la de ser diferente de 
los A y E, mientras se mantengan todas las condiciones con¬ 
tenidas en la anterior definición. Es conveniente prescindir 
de esta posición excepcional de los puntos A y E en la recta 
AE, y llamar también «puntos del plano ABC» á los de las 
rectas BC, CA y AB (por tanto, en particular, á los mismos 
A, B y C), pero sin modificar en nada la condición de que 
A, B y C no estén en línea recta. 

4i. Si A, B y C son puntos cualesquiera, pero no situa¬ 
dos en una recta, podemos hablar de un plano ABC, esto es, 
se puede hallar un punto D, tal que 
«esté situado en el plano ABC», y 
para esto se puede elegir, no sólo un 
punto de las rectas BC, CA y AB, 
sino también un punto fuera de ellas. 
Designemos por F el punto de la rec¬ 
ta AB, cuya recta de unión con C 
pasa por D; las rectas AB y CF son 
distintas entre sí, y todo punto de la 
recta CF está en el plano ABC. Nada de esto se modifica, 
sin embargo, al substituir A y B por dos puntos cualesquiera 
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de la recta AB. Por consiguiente, si A' es un punto cualquie¬ 
ra de la recta AB, distinto del A, también el D está en el pla¬ 
no A'BC. 

Esta observación se puede generalizar, puesto que la única 
condición supuesta es que A' esté en el plano ABC y fuera- 
de la recta BC. Las rectas BC 
y A A' se cortan en un punto G, 
el cual puede coincidir con B ó (7; 
supongamos que sea distinto del B. 
Entonces, todo punto del plano 
ABC está en el ABG y, por con¬ 
siguiente, en el A'BG, luego tam¬ 
bién en el A'BC. Como, según 
esto, el mismo A' pertenece al pla¬ 
no A'BC, resulta que todo punto 
del plano A'BC está situado también en el ABC. Los dos pla¬ 
nos ABG y A'BC son, pues, idénticos. 

Sean ahora A', B' y C' puntos cualesquiera del plano ABC, 
pero no situados en una recta. Entonces, se obtiene la identi¬ 
dad de los planos ABC y A'B' C' como en la demostración 
del teorema 3.° del § 2. Por consiguiente, el plano ABC está 
completamente determinado por la condición de que deba conte¬ 
ner tres puntos A', B' y C' no situados en línea recta. 

42. Todas las definiciones y denominaciones relativas á 
los planos se conservan, prescindiendo de las excepciones ya 
indicadas al tratar de los conceptos «punto» y «recta». Pode¬ 
mos, pues, enunciar del siguiente modo las generalizaciones 
introducidas ahora en los teoremas l.° al 14.° del artículo an¬ 
terior (con repetición de las proposiciones cuyo contenido no 
ha sufrido variación). 

1. ° Por dos puntos se puede siempre trazar una recta. 

2. ° Toda recta está determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos. 

3. ° Toda recta que contiene un punto propio es una recta 
propia. 

4. ° Por tres puntos se puede siempre trazar un plano. 

5. ° Todo plano está determinado por tres cualesquiera de 
sus puntos no situados en línea recta. 

6. ° Todo plano que contiene un punto propio es un plano 
propio. 
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7. ° Una recta que tiene dos puntos comunes con un plano 

está contenida por completo en él. 

8. ° Por una recta y un punto se puede trazar siempre un 

plano. , ,, 

9. » Todo plano está determinado, si de él se conocen una 

recta y un punto fuera de ella. 

10. » Por dos rectas que tienen un punto común se puede 

trazar siempre un plano. . ' , 

11. ° Todo plano está determinado por dos cualesquiera de 

sus rectas. . 

12. » Dos rectas de un plano tienen siempre un punto 

común. , , va; 

En efecto; sean e y f dos rectas situadas en el plano 
se toman dos puntos A y B arbitrariamente en.la recto e y 
dos puntos C y D en la recta f, de modo que C no esté en 
ni, por tanto, A, B y C pertenezcan á una recta, entonces el 
plano ABC es el mismo P, y D está en el plano 
consiguiente, las rectas AByCD tienen un punto comum 
43. En cuanto á la intersección de una recta con un pía 
no, ó á la intersección de dos planos, sólo sabemos hasta ahora 
qu ; una recta y un plano propio tienen siempre un punto 
común, y que dos planos propios siempre tienen una recta co¬ 
mún. Pero de esto podemos ahora deducir que también un 
plano propio y otro cualquiera siempre tienen común una rec¬ 
ta. Si tomamos, en efecto, el punto A en el plano a« 
fuera dél plano propio Q, y trazamos en poi ’ 

éstas encuentran al plano propio Ü en dos puntos B y , y 
planos P y Q tienen común la recta BC. 

1 13.» Una recta y un plano siempre tienen un punto eo- 

mU En efecto; sea la recta h, no situada por entero en el pla¬ 
no P. Si se toma el punto propio A, fuera de la recta h, ésta 
pertenece al plano propio hA. Los planos PyhA tienen común 
una recta le; y las rectas h y le se cortan en un punto, el cual 
está contenido en h y P- 

14 0 Dos planos siempre tienen una recta común. 

En efecto; tomemos en el plano Peí punto A exterior al 
plano Q, y tracemos por él dos rectas situadas en 1 . El pla¬ 
no Q es cortado por ésta en dos puntos B y C, y la recta BC 
está al mismo tiempo en P y Q • 
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1B.° Tres planos tienen siempre un punto ó una recta 
común. 

44. Mientras no se pueda afirmar de un plano que es 
propio, deberá representársele por tres puntos, ó por una rec¬ 
ta y un punto, ó por dos rectas. Sin embargo, cuando se pre¬ 
sente un plano cualquiera y se aclare la explicación con una 
figura, nada nos impedirá tomar en ella dicho plano como pro¬ 
pio, de igual modo que se hizo respecto de los puntos y rectas. 
Por consiguiente, si se habla de cuatro rectas a, b, c y d , que 
están situadas en un plano cualquiera U y deben cortarse en 
un punto M, no habrá inconveniente en representar tal haz de 
rectas sobre un plano propio, con un vértice propio, y en refe- 



Fig. 29. 


rirnos á él en lo sucesivo. Si se habla de una recta cualquiera l 
(que no pasa por M), situada en el plano U, la indicaremos 
en la figura, sin dudar, por una recta propia, y los puntos 
A, B, (7 y D, en los que las rectas a, b, c j d son cortadas por 
la Z, como puntos propios. Los puntos A, B, G y D se descom¬ 
ponen en dos pares, de modo que los de un par están separa¬ 
dos por los del otro; por ejemplo, los A y B están separados 
por los C y D. Designando por l' otra recta del plano TJ (que 
no pase por M), y por A', B ', G' y D' sus puntos de intersec¬ 
ción con a, b, c y d, resulta de las siguientes consideraciones 
que también A' y B' están separadas por C' y D'. Tomemos 
fuera del plano U un punto propio arbitrario N, que se une 
con el M por medio de la recta propia 1c, y consideremos los 
planos propios P, Q, R y S que esta recta determina con las 
a, b, c y d. Como estos planos son cortados por el plano pro- 
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pío líe n los rayos NA, NB, NO y ND de un haz de vértice 
propio N, y, además, según la definición dada en los artículos 
precedentes, los rayos y NB están separados por los NC 
y NI), del teorema contenido en el núm. 23 resulta que los 
planos PyQ están separados por los B y S. Finalmente, como 
los planos P, Q, B y 8 son cortados por el plano propio VN en 
los rayos NA', NB', NC' y ND' de un haz de vértice propio 
N, resulta del mismo teorema del-núm. 23 que los rayos NA 
y NB' están separados por los NC' y ND' ; y, por consiguien¬ 
te, según la citada definición, también lo están los puntos 
A' y B' por los C' y D'. 

Según esto, de cualquier modo que se tome en el plano ü 
la recta 7 (que no pase por M), siempre resultan formados los 
mismos pares por las rectas a,b,c y d, los cuales tienen como 
consecuencia que los puntos al y bl están separados por los 
el y di. Mientras M sea un punto propio y, por tanto, el pla¬ 
no U y las rectas a, b, c y d sean también propios, se obtiene 
la denominación adecuada para aquella separación en pare¬ 
jas, aplicando á los puntos A, X, CyDU definición usual, 
esto es, designando A las rectas a y & como separadas por las 
c y d. Coincidiendo con el modo de expresión ya usado para 
este caso especial, diremos, en todos los casos, que a y 
están separadas por c y d (ó que c está entre a y ó respecto 
del rayo límite d), si eligiendo en el plano del haz una recta 
arbitraria l (que no pase por el vértice), los puntos al y ti 
están separados por los el y di. 

Todas las proposiciones establecidas en el § 3 relativas a 
pares separados de rayos, en un haz de rectas, subsisten con toda 
generalidad. 

45. Falta todavía extender al haz de planos esta genera¬ 
lización de concepto. Sean ahora P, Q, B y S cuatro planos 
cualesquiera trazados por una recta arbitraria k. Si el plano 
U (que no contiene la arista k) es cortado por la recta k en el 
punto M y por los planos P, Q, B y S en las rectas a,b, c y d, 
respectivamente, éstas forman un haz; supongamos que las 
a y ó, por ejemplo, están separadas por las c y d. Dicha 
arista y dichos planos serán cortados por otro plano, U’ (que 
tampoco pase por &) en el punto M y las rectas a , b , c } d , 
respectivamente. Pués bien; en este caso,también a' y V están 
separadas por c y d'. Sean, en efecto, en primer lugar, M y 
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distintos. Entonces, la recta Je no es cortada por la de inter¬ 
sección l de los planos U y U', y los puntos de intersección 
A, B, C y D de la recta l con los planos P , Q, R y S son distin¬ 
tos entre sí. En el punto A concurren los planos U, V y P; 
por consiguiente, también las rectas a y a', y, análogamente, 
las b y b' concurren en B, las c y c' en C, y las d y d' en D. 
De la hipótesis hecha respecto de las rectas a, b, c y d resul¬ 
ta, recordando las definiciones que dimos ha poco para el haz 
de rectas, que los puntos A y B están separados por los C y D, 
y de aquí, además, que las rectas a' y b' están separadas por 
las c' y d'. Si, por eL contrario, coinciden los puntos M y M ', 
se toma un plano auxiliar U" que corte á la arista Je en un 
punto M" -distinto de M, y á los planos P, Q, E y S en las rec¬ 
tas a", b ", c" y d" . Entonces, podemos deducir, primero, que 
a" y b" están separadas por c" y d", y de aquí, en seguida, 
que a' y b' lo están por c' y d '. 

Si Je es una recta propia y, por consiguiente, P, C¿, R y -S 
planos propios, trasladando M á un punto propio de Je, U será 
plano propio, y a, b, c y d rectas propias; entonces, se halla 
que los planos P y Q están separados por los R y S (24). Sin 
embargo, diremos en todos los casos que P y Q están 
separados por R y S (ó que R está entre Py Q respecto del 
plano límite S), cuando eligiendo un plano cualquiera U • (que 
no pase por la arista del haz), las rectas PU y QU estén se¬ 
paradas por las RM y SXJ. También aquí subsisten todas las 
proposiciones que se enunciaron en el § 4 relativas á pares de 
planos séparados. 

46. La definición dada para el haz de planos, se puede 
todavía substituir por otra. Sean l una recta cualquiera que no 
corta á la arista; A, B, C y D los puntos de intersección dé J 
con los cuatro planos, y M cualquier punto de la arista. Si los 
puntos Ay B están separados por los Cy D, también lo están 
las rectas MA y MB por las MC y MD , y recíprocamente. 
Por consiguiente, estarán ó no separados los planos Py Q por 
los R y S, según que, tomando una recta l que no corte á la 
arista, los puntos Pl y Ql estén ó no separados por los Rl y SI. 

En general, sean A, B, C y L) cuatro puntos cualesquiera 
de una recta; unámoslos con un punto arbitrario exterior á 
la misma por medio de las rectas a, b, c y d, y tracemos por 
estas cuatro rectas y, por tanto, también por aquellos puntos, 
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los planos P, Q, R y S de un haz. Si en una cualquiera de las 
tres figuras PQRS, ABCD y abcd, los dos primeros elemen¬ 
tos (puntos, rectas ó planos) están separados por los otros dos, 
lo mismo sucede en las otras dos. 


Adición al § 8. 

(Véase Mathematische Annalen, 1888, tomo XXXII, pag. lo9.) 

En el artículo anterior (39) hemos visto que si B, C, D 
y E son puntos entre los cuales no hay tres en línea recta y 
las rectas BG y DE se encuentran en un punto A, también 
las BC y DE tienen un punto común. 

La demostración allí dada puede, ahora, abreviarse. En 
primer lugar se observa (fig. 31), que si los puntos B y V 
están en línea recta, también lo están los A, G y E pero no 
ocurre lo mismo con otros tres cualesquiera de los A, B,C, 
I) y E. Si, pues, el punto K es propio, las rectas KA AB y 
K D están en un plano, y también lo eslán las KA, ICC y , 
pero, eligiendo convenientemente K, no lo están otras tres 
cualesquiera de las KA, KB, KC, KD y KE. Designemos, 
además, por P un plano que no contiene ninguno de los Pun 
tos A, B, G, D, Ey K, ni el de intersección de la recta 56' con 
el plano KDE, ó de la recta DE con el plano KBC. Si e 
plano P es cortado por las cinco rectas en A 2 , B 2 , C 2 , 1 2 y 
E 2 , y F 2 es el punto de intersección de B 2 C 2 con D 2 E 2 , los pun¬ 
tos de cada uno de los grupos 

ABD, ACE, A 2 B 2 D 2 , A 2 C 2 E 2 , B 2 G 2 F 2 , D 2 E 2 F 2 

kaa 2 , kbb 2 , kgc 2 , kdd 2 , kee 2 


están en un plano, pero no lo están otros tres cualesquiera de 
los 12 nombrados. Si L es otro punto propio exterior al pla¬ 
no P y se le une con aquellos 12 puntos por medio de las rec¬ 
tas a, ó, c, d, e, k, a 2 , b 2 , c 2 , d 2 , e 2 y f 2 , también están en un 
plano las rectas de cada uno de los grupos 

abd, ace, a 2 b 2 d 2 , a 2 c 2 e 2 , b 2 c 2 f 2 , d, 2 e 2 f. 2 , 
fcíifl 2 , kbb 2 , 7ccc 2 , kdd i} hee a ; 
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pero, eligiendo convenientemente L, no lo están otras tres 
cualesquiera de estas 12 rectas. Finalmente, designemos por 
A', B' y C' los puntos de intersección de las rectas BCy B. 2 C. 2t 
DE y D 2 E 2 , y BD y B 2 D 2 , y por a', b' y c' las rectas LA ', 
LB' y LC’. Como A', B' y C' son distintos y están en P, tam¬ 
bién son distintas a', b' y c'\ A' no está en BB 2 , ni B' en BD if 
y G' es distinta de B, D, B 2 y D v 

De la adición al § 5 se deduce que los planos ab y a 2 b. 2 , 
ac y « 2 c 2 , y be y b 2 c 2 se cortan en tres rectas de un haz; por 
consiguiente, las rectas de intersección de los planos b d y b 2 d 2 , 

Y cíe y a 2 e 2 están en un haz con la a . Además, de dicha adi¬ 
ción al § 5 se deduce que los planos ad y a 2 d 2 , ae y a 2 e 2 , y de 

Y d 2 e 2 se cortan en tres rayos de un haz; por tanto, las rectas 
de intersección de los planos bd y b 2 d. 2} y cíe y a 2 e 2 están en 
un haz, no solamente con la a' , sino también con la la rec¬ 
ta c' intersección de los planos bd y b 2 d 2 está en un plano con 
las a y Y l° s planos b d, b 2 d 2 y ab ' pasan por c 2 . Ahora, de 
lo expuesto en la citada adición al § 5 se deduce que los pla¬ 
nos bb 2 y ^ 2 ? ba y db' , y b 2 a y d 2 b' se cortan en tres rayos 
de un haz. Como el primero de éstos coincide con Je, el ter¬ 
cero con / 2 , el plano ba con el be, y el plano db' con el de, la 
intersección de los planos be y de debe estar contenida en el 
plano lcf 2 y tiene,’ por tanto, un punto F común con la rec¬ 
ta KF 2 . Por KF g pasan los planos KBC y KDE, y por Flos 
LBC y LDE, luego por este punto pasan KBC y LBC , y 
KDE y LDE, y, en consecuencia, las rectas BC y I)E. 
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43. Los resultados obtenidos hasta aquí provienen, sin 
excepción, de los axiomas expuestos en los §§ 1 y 2; pero, 
desde el § » en adelante, se han utilizado, no los axiomas 
mismos, sino los teoremas deducidos de ellos, ^por consi¬ 
guiente, en el fondo, los teoremas 4.° á 9.° y el 12.° del § I, y 
los 2.° 3.° 4.° 9.° y 10.° del § 2, todos los cuales se refieren 
á puntos, rectas y planos propios. Después de la generaliza¬ 
ción dada al significado de las palabras «punto», «recta» y 
«plano», una parte de aquellos teoremas continúa siendo cier¬ 
ta y podría, por tanto, ser incorporada al resumen hecho en 
el § H, al cual podrían añadirse aún algunos nuevos teore¬ 
mas, mostrando ya, con este aumento, el valor de los concep- 
ceptos ampliados. Dos rectas de un plano tienen, siempre, 
común un punto, lo mismo que una recta y un plano, dos p a 
nos tienen, siempre, común una recta, y tres planos, un punto. 
Con esto se evitan las distinciones que, al tratar de elementos 
propios, exclusivamente, era preciso establecer. ^ ^ 

Los teoremas 4.° y 5.° del § I y los 2. , 3. , 4. y 
del § 2 se podían aplicar á elementos cualesquiera; no asi 
los 6.°, 7.°, 8.°, 9.° y 12.° del § i y el 10.° del § 2. Sin embargo, 
el concepto de pares de puntos separados en una recta se ha 
introducido también para el caso de puntos cualesquiera, y 
ha servido para obtener nuevamente los teoremas que, para 
tales pares, se expusieron en el § t (véase el final de £ 
Este concepto hace ver una perfecta analogía en las relacio- 
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nes que, para puntos propios, fueron enunciadas en los teore¬ 
mas 6.°, 7.°, 8.°, 9.° y 12, 0 del § i, A condición de no consi¬ 
derar más que puntos de una recta. Para hacer resaltar bien 
esta analogía, diremos que «el punto C está entre los A y B, 
por exclusión del D (ó respecto del punto límite D)» cuan¬ 
do A, B, C y 1) sean puntos de una recta y los dos primeros 
estén separados por los otros dos. Consideremos cuatro pun¬ 
tos A, B, C y D en tal posición. Si todos ellos son propios, 
uno de los puntos C y D está entre los A y B y el otro no. 
Si A, B y C son puntos propios y el C está entre los A y B, 
el D no es punto del segmento A B. Si A y B son puntos pro¬ 
pios y I) no pertenece al segmento AB, C es un punto propio 
situado entre A y J5; pues, si se unen los puntos A, B, C y D 
con uno propio M, exterior á la recta AB, los rayos MA y MB 
están separados por los MC y MD, y los semirayos MA y MB 
están al mismo lado de la recta MD, luego un semirayo de la 
recta MC está entre los MA y MB, esto es, MC encuentra 
á AB entre A y B. 

Si, pues, A, B, C y D designan puntos de una recta, y 
los A y B son propios, el par AB está separado por el CD si 
uno de los puntos C y D es propio y está entre A y B, y el otro 
no, y recíprocamente. 

48 . Únicamente el teorema 10.° del § 2 no se ha exten¬ 
dido de ningún modo al caso de elementos cualesquiera. 



Sean A, B y C puntos* propios que no pertenecen á una recta, 
y A u B t y 6\ los puntos en que una recta del plano AB C corta 
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respectivamente, á las BC, CA y AB. Aquel teorema expre a 
entonces, que si A pertenece al segmento BC y B, no está 
en él segmento CA, <\ se hallará dentro del segmento AB 
Pero, como puede tomarse en el plano ABC una íeeta d que 
corte k BC, OA y AB en puntos A\, B\ y C ,, respectivamen¬ 
te, exteriores á los segmentos correspondientes BC, CA y AB, 
una vez fijada la recta d podemos enunciar e teorema di¬ 
ciendo que los puntos A y B están separados por los C, y C , 
no lo están ltís B y C por los A’ y A „ ni los C y A p 

‘ 0S Asilen tendido, el teorema puede traspasar los límitesi pri¬ 
mitivos y alcanza significación análoga al . e § , 

pre que le trate de figuras de un plano. Esto resal a máq cla- 
ramente empleando la siguiente denominación: Si A,B,C y 
son puntos de una recta, los A y B están separados por los 
C y D, y d es una recta distinta de la AB, que pasa por , 
se dirá que el punto D está entre los A y B .■ P° 1 
sión de la recta d, ó con relación á la recta limite d. 

49. Si se da en un plano la «recta límite», con esto queda 
determinado el «punto limite» de cualquiera otra recta del 
mismo. Los teoremas b) á f) del § I son también apli¬ 
cables á puntos cualesquiera de una recta del pla¬ 
no (excepto la d), cuando se substituye el punto E 
por la recta d- y á ellos se agrega, como se ha indicado, 

8 T e “« los puntos A, B y C y la recta d están en un plano 
el mal queda determinado por los tres puntos, y las rectasde 
unión BC, CA y AB son cortadas por otra recta enP un f 0i <> 
B y C,, respectivamente, tales que, respecto de la recta Imite d, 
el punto A, esté entre los B y C .pero el B, no esté entre los C y A, 
el C, estará entre los A y B, respecto de la recta limite d. 

Íntimamente ligado con este teorema, existe el siguiente 
en la radiación de rectas: 

2 ° Si a, b, y c son rayos de una radiación de rectas no si 
tuados en un plano, D es un plano que pasa por el vértice de a 
radiación, y los planos be, ca y ab son cortados por otro que 
también contiene el vértice, en las rectas a,, b, y c„ i es] 
mente, tales que, respecto del plano limite I), el rayo a, esté en¬ 
tre los b y c,, pero el b, no esté entre los c y a, el c estar a 
tre los a|/b, respecto del plano limite D. 
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Otra vez se ha hecho uso aquí de una nueva expresión, á 
saber: si a,b, c y d son rectas de un plano, pertenecientes á 
un haz, tales que las a y ó están separadas por las c y d, y D 
es un segundo plano que pasa por d, se dice que el rayo c 
está entre los a y ó, respecto del plano límite D. 

50. Los dos teoremas se demuestran al mismo tiempo. 
Si las rectas BG, CA y AB son cortadas por la d en los pun¬ 
tos A 2 , B 2 y C 2 , respectivamente, y los planos be, ca y ab son 
cortados por el D en las rectas a 2 , b 2 y c 2 , la hipótesis hecha 



en el teorema l.° es que B y C están separados por A x y A 2 , 
y no lo están C y A por B x y B 2 , y sé debe probar que A y B 
están separados por C x y <7 2 ; y en el teorema 2.° se supone 
que b y c están separadas por a x y a 2 , y no lo están c y a por 
&i y b 2 , y hay que demostrar que a y b están separadas por 
c i y 6 V 

El primer .teorema ha sido ya demostrado en el caso de ser 
propios los puntos A, B y C y no pasar la recta d entre B y C, 
ni entre C y A. Para demostrar el segundo teorema, tratán¬ 
dose de una radiación de vértice propio, tomemos en los ra¬ 
yos a, b y c tres puntos propios A, B y C (que, por tanto, no 
estarán en línea recta) del mismo lado del plano D. En tal 
caso, los puntos B y C estarán al mismo lado del rayo a 2 , los 
puntos C y A al mismo lado del rayo ó 2 y los puntos A y B 
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al mismo lado del rayo c,. Ahora bien ; si las rectas BC, CA 
y AB encuentran á las a,, b, y c, en A,, B, y C, y ¿ las a,, 
i. y c , en A„ B 2 y C„ respectivamente, los puntos A„ B,yC„ 
asi como los A„ B 2 y C„ estarán en línea recta, 

A s en el segmento BC, ni B 2 en el CA, ni en e '• 
cuencia de la hipótesis hecha es que b y c están separadas 
por a, y %, pero no lo están e y a por b, y b luego también 
lo están ByC por A, y A,, pero no C y A por B, y B^ De 
aquí resulta, Analmente, que A y B están separados por C, y 
Co, y, por consiguiente, ay b por c, y c 2 . , 

' Ahora podemos demostrar ya, con toda generalidad, e 
teorema 1.» Para ello, se toma un punto propio fuera del 
plano ABC, y se une con los puntos A, B, C, A t , B ¡: ** 

B„ y C, por medio de las rectas a, b, c, o„ &i, c L , a„ * 2 y c„ 
respectivamente; en tal caso, las a, b y c no pertenecen á un 
haz; las a u ó, y c„ por el contrario, están en un plano y o 

mismo ocurre á las a 2 , ^2 y c 2 j ^ ^ as c? fll Ü2 ’ a as ^ ? * 
y ó 2 , y á las a, b, y c 2 ; es decir, que los planos be cd y «ó 
son cortados por dos planos que pasan por el vértice de la ra¬ 
diación ab en las rectas a l y u 2 , ó, y ó 2 y c t y r 2 , íespec 1 
mente. Puesto que los puntos ByC están separados por los 
A 1 y A 2 , pero no lo están los C y A por los B, y B 2 , lo estaian 
las rectas b y c por las a¡ y a s , pero no las c y a por las íq y 
b- de donde se sigue que la? « y ó están separadas por las <q 
y c 2 y, por consiguiente, también los puntos Ay B están sepa- 
rados por los C t y C 2 . 

Por último, para demostrar el teorema 2. con toda ge¬ 
neralidad, se cortan las rectas a, b, c, a L , b u c u a 2 , b 2 y c 2 
por un plano que no contenga el vértice de la radiación; si 
A, B, C, A í: B u C u Au B , y C 2 son los puntos asi obtenidos, 
resulta que los A, B y Cno están en linea recta; lo contrario 
ocurre á los A¡, B í y C„ á los A, B 2 y C t , á los B, C, A t y A 
á los C, A, B, y B 2 y á los A, B, C t y C 2 . Se deduce en seguida 
que ByC están separados por A t y A 2 , pero no lo están y 
por ,/ii y £ 2 ; luego lo estarán Ay B por C t y C\ y, por conse¬ 
cuencia, a y b por c 1 y c 2 . 

51. Para determinar el punto «que excluye» en cada se¬ 
rie rectilínea de un plano, hemos hecho uso de una recta que 
no es base de ninguna de dichas series. Del mismo modo en 
la radiación se ha utilizado un. plano para determinar el rayo 
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«que excluye» en cada haz de rectas, cuyo plano es distinto 
de aquél. Puede, asimismo, tomarse un punto para determi¬ 
nar el rayo «que excluyeen cada haz de un plano (cuyo 
vértice es distinto de dicho punto). En tal caso, si a, h, c y d 
son rayos de un haz, tales que los a y & están separados pol¬ 
los c y d, y líes un punto del rayo d (distinto del vértice), di¬ 
remos que el rayo c está entre los ay & respecto del 
punto límite M. Finalmente, para determinar en cada haz 
de planos de una radiación el «plano que excluye», se hace 
uso de una recta distinta de la arista. Entonces, si A, B, C 
y D son planos de un haz, tales que los A y B están separa¬ 
dos por los C y D, y s es una recta del plano D, distinta de 
la arista, diremos que el plano C está entre los A y B 
respecto de la recta límite s. t 

Con esto se puede substituir ahora la recta k por el 
plano H ó por el punto M en los teoremas del § », y el 
plano T por la recta s en los del § 4 . 

Admitidas las definiciones anteriores, se presentan dos 
nuevos teoremas. 

3. ° Si D es un punto de un plano que contiene tres rectas a, 
b y c, no pertenecientes á un haz, y los puntos be, ca y ah uni¬ 
dos con otro del mismo plano dan las rectas a x , b t y c x , respec¬ 
tivamente, tales que, respecto del punto límite D, la recta a! esté 
entre las b y c, pero la b t no esté entre las c y a, la c t estará 
entre las a y b, respecto del mismo punto tímite D. 

4. ° Si d es una recta que pasa por el vértice de una radia¬ 
ción á la cual pertenecen tres planos A, B y C, que no forman 
parte de un haz, y las rectas BC, CA y AB determinan con otra 
de la misma radiación planos A 1; Bi y C l} respectivamente, ta¬ 
les que, respecto de la recta límite d, el plano A 1 esté entre los 
B y C, \ero el B x no esté entre los C y A, el Ci estará entre los 
A y B respecto de la misma recta limite d. 

También estos dos teoremas se demuestran el uno por me¬ 
dio del otro. Designemos por A', B' y C' los pantos he, ca y 
ah; por a 2 , & 2 y c 2 las rectas A'D, B' D y C' 1); por a , h y c 
las rectas BC, CA y AB, y por A 2 , J5 2 y C 2 los planos a d, 
h'd y c d. Con estas notaciones, en el teorema 3.° se supone 
que & y c están separadas por a t y a iy pero sin que lo estén 
c y a por y ó 2 , y hay que probar que a y h están separadas 
por c x y c 2 ; y en el 4.°, la hipótesis es que By C están separa- 
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dos por A l y A„ pero sin que C y A lo estén por B, y B„ y la 
tesis que A y B están separados por C, y C„. 

Demostraremos, en primer lugar, el teorema 3. , para e 
caso en que los puntos A', B y C' son propios y las rectas a, 
y & 2 pasan, respectivamente, entre B y C y C y^ • n 

ces, D es un punto propio situado entre A y aa 2 , B y 2 y 



y « 2 - Si pues, 6 y 6, se cortan en X, este punto pertenece al 
segmentó CM' y la recta a, no pasa entre 5 y l; lue S° 
poco la Cl pasa entre B y X, es decir, a y 6 están separadas 

^Este resultado se utiliza para demostrar el teorema 4 ° en 
las radiaciones de vértice propio. Supongamos que se trata de 
una radiación de esta naturaleza y tomemos un punto propio 
arbitrario C‘ en el rayo é, y los puntos, también propios A 
y tí', en los rayos o' y V, respectivamente, de manera que el 
plano B. 2 pase entre C'yi'í el plano pase en re B y C 
en cuyo caso los puntos i', B y C' no estarán en linea «**. 

„ í , a h , a b„ y c, son las rectas en que el plano 

kl a > C > Cl ’ 2 y “ . A „ n A R r A B 

A'B'C' corta, respectivamente, á los A, B, C, A U B u i, a» * 
y C 9 , resulta que las rectas ó, c, a, y a, se encuentran en A , 
las c, a, b, y b t en 5'; las «, b, c, y «, en C, y también per¬ 
tenecen á un haz las a„ » t y y á otro las «„ 6» y c,; ade- 

más, las & y c están separadas por las a t y P ei ° 110 ° es t 
tán las c y a por las b t y & 2 5 y? P or último, B y 3 c 11 a 
distintos lados de «.yC'ytl'i distintos lados de b t . De aquí 
se deduce, aplicando lo dicho anteriormente, que las rectas a 
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y b están separadas por las c x y c 2 , luego los planos A y B es¬ 
tán separados por los G x y C. 2 . 

La demostración general del teorema 3.° se obtiene ahora 
uniendo los puntos A', B' y C' (en este caso, cualesquiera), 
con un punto propio, exterior al plano A'B'C', por medio de 
las rectas a', b' y c', y considerando los planos A, B, C, A X7 
B x , <7,, ¿ 2 , B 2 y <7 2 que las rectas a, b, c, a n b x , c v a 2 ,\ y c 2 
determinan con el punto tomado. Estos planos son tales que 
los B, C , A x y A 2 pasan por a'; los G, A, B x y B 2 pasan por b ; 
los A, B, G x y (7 2 pasan por c', y también los A x , B x y (7, per¬ 
tenecen á un haz y los A 2 , li 2 y A ^ °^ r0, Resulta, entonces, 
que los planos B y (7 están separados por los A x y A 2 , pero no 
lo están los C y A por los 5, y B 2 , luego los A y B están se¬ 
parados por los C x y C 2 , y, por consiguiente, también lo están 
las rectas a y ó por las c, y c 2 . 

Finalmente, la demostración general del teorema 4.° se 
obtiene cortando los planos A, B, C, A x , B X) G x , A 2 , B 2 y C 2 por 
uno cualquiera que no pase por el vértice de la radiación que 
los contiene, y aplicando á la figura resultante el teorema 8. ; 
si se designan las rectas de intersección por a , b, c, a x , ó,, c,, 
a z, &2 Y c 2 > respectivamente, las a y ó estarán separadas por 
las c, y c 2 , luego también lo estarán los planos A y B por 
los C x y (7 2 . 

52. Así como los teoremas l.° y 3.° tratan exclusivamente 
de figuras planas, el 2.° y el 4.° se refieren á figuras de una es¬ 
pecial naturaleza, en las que sólo intervienen rectas y planos 
que pasan por el mismo punto; tales figuras, compuestas de 
rayos de dos radiaciones, una de rectas y otra de planos, del 
mismo vértice (centro) serán designadas con el nombre de 
figuras radiadas (*). 

Con lo dicho hasta aquí en el presente artículo, está aún 
incompleta la serie de conceptos que debe contener, pues sólo 
se ha hablado de figuras planas situadas en el mismo plano y 
de figuras radiadas con el vértice común. Falta ahora esta¬ 
blecer un convenio, por el cual quede determinada la recta 
límite en cada plano y, como consecuencia* el «punto que 
excluye» en cada recta. Esto se realiza mediante la conside¬ 
ración de un plano cualquiera N; entonces, si A, B } G y D son 


(*) Staudt: Geometrie der Lage, 1847. Prólogo.— (N. A.) 
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puntos de una recta exterior al plano N, los Ay B están sepa¬ 
rados por los Cy D, y el D es el punto de intersección de la 
recta con el plano, diremos que «el punto C está entre los A 
y B, respecto del plano límite N». Análogamente se procede 
para los haces de rectas ó planos. Si o, b,cyd son rayos de 
un haz de rectas, de los cuales los « y 6 están separados por 
los cyá,nes una recta que no pasa por el vértice ( ) y dA 
rayo del haz que corta á n, diremos que «el rayo c esta entre 
los a y 6, respecto del rayo limite . Si A, B,CyD son pla¬ 
nos de uk haz, de los cuales los A y B están separados po 
los GyD, N un punto exterior á la arista y D el plano. del 
haz que pasa por él, diremos que «el plano Cestá éntrelos A 
y i», respecto del punto limite lí». Con esto, podemobahora 
substituir en los teoremas del § i, en lugar del pun¬ 
to E, el plano N ; en los del § », en lugar del rayo limi¬ 
te k, la recta n, y en los del § 4, en lugar e P 
mite T, el punto N-, y con estas substituciones le . cuatro 
teoremas demostrados en este artículo toman la siguí 

a l Si A B y C son puntos que no están en linea recta, y las 
rectas BC CA y AB que los unen de dos en dos cortan a otra 
:Z en%nttX C„ respectivamente, tales que respecto 

del plano limite N, el punto A, este entie los y > J ‘ 

esté entre los C y A, el C, estará entre los A y B, respecto del 

Vla Z) l> SiT by c son rectas de una radiación que no pertenecen 

«-»«•. '»•»'•*“ »r“ 

‘ZZZS&'ñ .; ¿ l¿ *. - 

y la b, no esté entre las c y a, la c, estaiá enti e J 

pedo del rayo limite n. , 

c) Si a, b y c son rectas de un plano que no pertenecen a 
un ¿z, y ios puntos he, ca y ab, unidos con otro del mismo 
plano, dan rectas a„ b, y c„ respectivamente, tales que, respec¬ 
to del rayo limite n, la recta a, esté éntre las b y e, pero la b 
no está entre las c y a, ia c, estará entre tas a y b, respecto del 

rayo límite n. , , „ „ 7 __ 

’ d) & A, B y C son jrZono» </ne no pertenecen á un haz, y las 


(*) Exterior, además, al plano del haz.— (N. A.) 
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rectas BC, CA y AB determinan con otra planos A,, B, y C,, 
respectivamente , tales que, respecto del punto límite N, el pla¬ 
no A, esté entre los B y C, pero el B, no esté entre los C y A, 
el C, estará entre los A' y B, respecto del punto límite N. 

5». La aplicación de los teoremas 6.° á 9.° y 12.° del § t 
y del 10.° del § 2 al caso de puntos cualesquiera que no están 
obligados á pertenecer á una recta, ni á un plano, se realiza 
ahora, en cuanto tal paso es posible, aunque, indudablemen¬ 
te, no de modo tan sencillo como en los otros teoremas funda¬ 
mentales, pues, en lugar del concepto expresado por la pala¬ 
bra «entre», relativo á puntos propios, el cual era siempre 
aplicable á tres puntos de una recta, se ha necesitado idear 
uno relativo á puntos cualesquiera, el cual no es aplicable, 
sin más, á tres puntos de una recta, sino que supone haber 
fijado previamente un plano N. Del nuevo concepto pueden 
derivarse otros que corresponden exactamente á los deduci¬ 
dos en los artículos primero, tercero y cuarto; pero, con una 
sola excepción, aún contienen, en realidad, el plano A . La 
excepción es la siguiente: Si A, B, C y D son puntos de una 
recta, y el C. está entre los A y B, respecto del plano límite N, 
pero no lo está el I), ó recíprocamente, esta, relación es in¬ 
dependiente del plano N: los puntos A y B están separados 
por los Cy D. La consideración de cuatro puntos de una recta 
y un plano no ha dado lugar, pues, á la formación de nuevo 
concepto, y otro tanto ocurre en los haces de rectas ó de 
planos. 

La tendencia á comprender desde un mismo punto de vista 
el mayor número posible de figuras, cuyos puntos de contacto 
permitan tratarlas con procedimiento uniforme, deja cada 
vez más relegada al último término la significación «propia» 
de las denominaciones geométricas elementales. Ha sido ne¬ 
cesario aplicar constantemente aquellas denominaciones en 
el sentido más general que (hasta ahora) se les ha podido dar, 
salvo cuando condiciones particulares han exigido limitar el 
concepto á su sentido «propio». Según esto, cuando se pre¬ 
tende hallar una figura cuyas relaciones con otra dada están 
señaladas de antemano, se trata la cuestión en sentido gene¬ 
ral, y se busca una construcción de la figura desconocida 
que, con un procedimiento único, pueda ser aplicada en todos 
los casos posibles; y sólo en los resultados se toman en consi- 
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deración las condiciones que puedan imponer alguna res- 

‘^eÍ mismo procedimiento sigue el Análisis cuando de nú¬ 
meros dados trata de obtener otros con «' «^os pobla¬ 
ciones previamente señaladas; en se v . j • 

luciones están subordinadas al concepto ma general de nu 
mero, sin tener en cuenta para nada la índole de IproMem., 
que, muy frecuentemente, exige una especial naturaleza 
los números que lo resuelven. 


Adición al § 9- 


(Véase Mathematische Anna'.en, 1897, tomo XLVIII, pig. UX.) 

Sean A, B y C tres puntos no situados en Mnea recta,^, 
un punto de la recta BC, distinto de los B y C, j B, 

CA, distinto de los C y A. Si se toman en luBrectasiK? y CA 
puntos A 2 y B, de modo que B y ( ésten teo‘rem¿) 

¿*C, reSpeCt ° 

y se traza por un piano xv, R r e i r 

del plano límite * el punto A¡ está entre los B y C, y el ü, 

está entre los CyA. de un plan0> de los cua- 

Sean, ahora, A , B , ^ y P , j r> v r¡ iqs 

les no haya tres en línea recta; sean V ae * ¿ A y } i j> ) 

P«nES do interaecoiSn do “"“/J 1 , ¿.i,, 

del § 2 (Adición al § *),se ^ el § «> se ha establecido, 

=SH*bi::=r;r: 

la figura por otros cualesquieia. 11 o ¿ e i 

Del mismo modo se puede generalizar el teo.ema 11. 

§ tí. Resultan, así, los siguientes teoremas. 

«1 Si los puntos A, B, G y D están en «* «£*£ 

de ellos esfón en línea recta, <J las rectas BC, J 
contradas por las AD, BD y CD en A„ B, y C„ se pnede ele,,» 
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el plano N de tal modo que el punto A, esté entre Zos.B y C, el 
B, esté entre los C y A y el C, esté entre los A?/B, respecto del 
plano limite N. 

b) Si A, B y C son tres puntos dados , que no están en linea 
recta y, respecto de un plano límite N, el punto A, está en la 
recta BC entre B y O, el punto B, está en CA entre C y A, y 
el punto C, está en AB entre A y B ; los puntos A,, B, y C, no 
están en linea recta. 





§ 10.—Figuras perspectivas 


54. En los artículos anteriores se han establecido repeti¬ 
damente relaciones entre figuras planas y S u ™ 9 rec _ 
para demostrar propiedades de unas J otras. os • ¿ 

tas de una figura plana han sido unidos con un punte> «tenor 4 

su plano, dando á rectas y planos respectivamente co 

lo cual queda realizado el paso de una flS^a planaá una ra 
diada íntimamente ligada con la primera. U “ P h " 0 ^ 
contenga el vértice de una figura radiada corta á las rectas y 

"sTe ésta en puntos y rectas, respectivamente con 
cual se logra el paso reciproco del anterior, figuras qu^ 

tienen tal posición relativa^ ¡S/ds la radiada ’(*)• 
figura plana ,e . la s rectas de una figu¬ 
ra ..... las*rectas y A', V . los planos de una 

figura radiada cuyo vértice no peí tenezca < o | 

supongamos que el número de los puntos A, B . «"al 

al de Tas rectas ó'.; el de las rectas «, » - ^ al 

de los planos A',B’ .; y, por último, que el punto A este 

el B en V, el C en c'.; la recta « en A la ó en 5 . 

En tal caso, las figuras AB . ab ..... í« . -■ 

son perspectivas, los elementos A y a , y ' ’ 

i y ir .reciben el nombre de homólogos, y las figuras 

(*) La figura radiada recibe el nombre de proyectante do la pía- 

na .—(N. T.) 
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enuncian de tal modo que cada par de elementos homólogos 
ocupen los mismos lugares en las series respectivas. De cada 
elemento de la figura plana puede decirse que está en su ho¬ 
mólogo, y de cada elemento de la figura radiada, que pasa 
por su homólogo. Para dar un modo de expresión uniforme, di¬ 
remos también que un punto se apoya (*) en una recta y la 
recta se apoya en el punto cuando éste pertenezca á aqué¬ 
lla, y usaremos también estas expresiones para los puntos y 
planos, ó rectas y planos de posición análoga. En general, 
pues, se dirá que cada dos elementos homólogos de las dos 
figuras perspectivas se apoyan uno en otro (**), y la pro¬ 
piedad característica de las dos figuras podrá entonces expre¬ 
sarse diciendo: Si dos elementos de una figura se apoyan uno en 
otro , la misma posición relativa tendrán los elementos homólogos 
en la otra. 

55. Si en el plano de una figura plana se toma un punto 
cualquiera, M, ó pertenece á la figura ó puede ser agregado 
á ella; en todo caso determina con el vértice de la figura ra¬ 
diada un rayo m', que, cuando se consideran las dos figuras 
perspectivas, recibe el nombre de rayo homólogo del punto M. 
En general, á cada uno de los elementos que amplían una de 
las figuras corresponde un elemento «homólogo» que amplía 
la otra. Siempre , pues , que varios puntos de la figura plana es¬ 
tén en una recta , los rayos homólogos pertenecerán á un haz, y 
recíprocamente; y siempre que varias rectas de la figura plana 
pasen por un punto , los planos homólogos pasarán por una rec- 


(*) Hemos traducido así la expresión «liegt an» empleada por el au¬ 
tor creyendo que no tiene más exacta correspondencia para este caso en 
castellano. Parece, sin embargo, preferible adoptar el nombre de elemen¬ 
tos incidentes, hoy va bastante usado (véase, por ejemplo, Reye, Geo- 
metrie der Lage , 5. a ed., tomo I, pág. 25, y Sturm, Die Lehre von den 
geometrischen Verwandschaften, tomo I, pág. 33, 1908), y asi lo haremos 
en lo sucesivo. —(N. T.) . 

(**) Tales elementos son llamados incidentes, siguiendo a Gras- 
smann: Journal für die reine und angewandte Mathematik, 1856, 
tomo LII, pág. 255; Die Ausdehnungslehre, 1862, núm. 15 (Gesammelte 
mathematischeund phyákalische Werke , tomo II, Primera parte, 1904, 
página 220; tomo I, Segunda parte, 1896, pág. 16). Véase Sturm: Mathe- 
matische Annalen, 1877, tomo XII, pág. 258; Schubert: loe. cit., pági- 
na 191. . 

También se llaman incidentes dos rectas que se encuentran.— (TV. A.) 








§ 10 . — FIGURAS PERSPECTIVAS 


107 


ta, y reciprocamente. Por coagúlente, al punto de mic¬ 
ción de dos rectas de la figura plana corresponde la recta de 
intersección de los planos homólogos, y á la recta de unión de 
dos puntos de la figura plana el plano que pasa por los rayos 

h0 "\ 1 cada parte de la figura plana corresponde una parte 
homóloga de la figura radiada perspectiva; estas partes están 
también en posición perspectiva. Asi, por ■ejempio a una sene 
rectilínea corresponde un haz de rectas, de tal modo que coM 
tituven figuras perspectivas en un plano; y si en una de estas 
figuras dos pare' de'e,omentos están -paradosunoporotro 
la misma relación guardan los pares homólogos Un haz de 
rectas y una serie rectilínea son perspectivas s la 
una sección del haz.-A un haz de rectas, como figo, a. plana, 
corresponde un haz de planos, como figura radiada perspecti 
va; el vértice del primero está en la arista del ultin y , 
por consiguiente, vértice de una figura radiada que se com 
pone del haz de Rectas y del haz de planos. A pan¬ 
dos de un haz corresponden, como antes, pares reparados 
el otro - Finalmente, se llaman también perspectivas una 
rie°rectilinea y un Imz de planos cuando tas dos figuras: son 
nersoectivas de un haz de rectas (por consiguiente, no solo de 

dentes la serie puede llamarse sección del haz (•), y la P osl 
ción relativa de dos pares de elementos de dnafigura es siem¬ 
pre la misma que la de los pares homologos de la otra 

La serie rectilínea se cuenta entre las figuras planas el 
haz de planos entre las radiadas y el haz de rectas e “ u "J 
otras Podemos, pues, decir, comprendiendo en un solo enun¬ 
ciado los distintos casos, que: Siempre que ****&£&£ 
dos pares de elementos están separados 

homólogos de toda figura radiada perspectiva de aquella 
también separados uno por otro, y reciprocamente (. >• 

Una serie rectilínea y un haz de recta. perspec™s P ue f n 
aparecer como partes de una figura plana; entonces, 


(*) Al haz se le llama proyectante de la serle, desde su arista. 

En esto está incluido el caso dedos haces do rectas perspectivas 

de que más adelante se hablara. (N. T-) 
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figura radiada perspectiva de ésta las partes homólogas son 
también perspectivas. Un haz de rectas y un haz de planos 
perspectivos pueden aparecer como partes de una figura ra¬ 
diada; en tal caso, las partes homólogas en cada figura plana 
perspectiva de ésta son, asimismo, perspectivas entre sí. 

56 . En ningún sitio de este artículo hemos hablado de ele¬ 
mentos propios (puntos, rectas, planos) y, por tanto, no se ha 
aplicado ningún concepto geométrico que únicamente á tales 
elementos se refiera. Se han presentado las expresiones pun¬ 
to,, recta y plano sólo en su acepción general, así como el 
concepto de elementos incidentes y el de la posición separada 
de dos pares de elementos (aparte los conceptos que pueden 
derivarse de aquéllos sin admisión de otros). De. estos con¬ 
ceptos se dice que se réfieren á la posición. Necesi¬ 
taban ciertamente ser introducidos como derivados frente á 
los conceptos geométricos fundamentales; pero si se parte de 
ellos, sin admisión de otros ulteriores (de ellos se dirá, asimis¬ 
mo, que también se refieren á la posición), pueden aquéllos 
considerarse como conceptos primitivos dentro del gLupo 
de los que se refieren á la posición. Los teoremas de Geome¬ 
tría que no contienen ningún otro concepto geométrico se con¬ 
sideran como una parte especial de la Geometría que se llama 
Geometría de la posición. A esta rama de la Geometría 
pertenecen los cuatro últimos teoremas del § los l.°, 2.°, 
4.° 5.° y 7.° á 5.° del § 8 , todos los resultados expuestos en el 
§ », excepto el l. er teorema ( 4 »), y todos los teoremas del 
§ lO. El punto, la recta y el plano (en la acepción general), 
el ser incidentes dos elementos y el estar separados pares de 
elementos, desempeñan en la Geometría de la posición el pa¬ 
pel de conceptos primitivos, á los cuales deben referirse todos 
los demás. 

Las relaciones entre los elementos de una figura, para 
cuya enunciación sólo son precisos conceptos relativos á la 
posición, constituyen sus propiedades relativas á la posición, 
y se llaman propiedades gráficas ó descriptivas (*). 
La Geometría de la posición es, según esto, la teoría de las 


(*) Y también proyectivas por la razón que se verá más adelan¬ 
te ( 124 ). En España, lo corriente es usar las denominaciones de proyecti- 
vas ó descriptivas.—(TV. T.) 
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propiedades gráficas de las figuras, y enseiia A dedumr pro 
piedades gráficas de una figura de otras conocidas de la m s 
ma naturaleza. Todo teorema en cuya demostración se^p^ 
can únicamente teorías y conceptos que ^lo se relimen ¿ la 
posición puede expresar á su vez sólo una relación entre pío 
piedades gráficas; tales son, por ejemplo, fas las «en¬ 
cías de los teoremas antes citados. ero a íe P 

cierta; los teoremas expuestos hasta aquí, que P el " n á ^ 

Geometría de la posición, necesitan deducirse en gran parte 

de teor.emas de otra naturaleza, cuestión sobie la que más 

ade ^anfi)ién Imposición perspectiva de dos **“ 
piedad gráfica del sistema. Por esto, to as as o 
hechas hasta aquí sobre figuras perspectivas, pueden ™ 
pendiadas así: Si una figura plana esta 

con una figura radiada, toda propiedad gráfica de de 

una de la!figuras, lo e,s también de los elementos bornes * 
la otra (*). Y de aquí se sigue el importan te pr P 
guíente, que liga estrechamente la teoría de las flg^asjla 
ñas (Planimetría) con la de las radiadas, en o q 
fiere únicamente á la posición: gráficas 

Todo teorema que trate de propiedades g. a£ cas 
de una figura plana, puede ser aplicado á las f gu 
ras radiadas, substituyendo ^ 
la figura plana por rectas y planos, respectivam 

te ’EsIe pidnSo — que siempre que en 

se hayan supuesto ciertas propiedades gráficas para deducir 

otras de la misma naturaleza, puede asegu, 

y quedan así demostradas, las propiedades correspondientes 
en la radiación. Pues si se toma e T a de 

figura plana perspectiva con 
ella, en ésta se verificarán las propiedades analogas y, por 

(*) Alguna^de^estas 

de elementos auxiliares; poi e ^P’ ; referido el teorema ante- 
trata en el § 11 . A tales ünicament0 en tanto que 

rior (y las consecuencias que de el se deduc ; el 

los elementos auxiliares pertenecen al plano e » 
vértice de la radiación, respectivamente. 
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tanto, la tesis del teorema de planimetría; luego la figura ra¬ 
diada posee las propiedades correspondientes á dicha tesis. 
Con igual razón se admitirán, sin demostrarlos'par¬ 
ticularmente, los teoremas de planimetría que se 
refieran á propiedades gráficas, deducidos de los 
análogos de las figuras radiadas. Con esto queda ex¬ 
presada la ley que relaciona los teoremas l.° y 2.° y 3.° y 4.° 
del capítulo anterior. Aún puede añadirse que: Toda propie¬ 
dad gráfica demostrada para una serie de puntos, un haz de 
rectas ó un haz de planos, es aplicable también á las otras dos 
figuras. 

57. Consideremos ahora dos secciones planas de la misma 
figura radiada, por consiguiente, dos figuras perspectivas con 
una radiada, situadas en distintos planos (Py P'), á las que 
también llamaremos perspectivas. Cada dos elementos, 
puntos ó rectas, que estén en el mismo elemento de la figura 
radiada se llaman homólogos; cada dos rectas homologas es¬ 
tán en un plano y, por consiguiente, tienen un punto común 
.(situado en la recta PP'). La recta PP' es homóloga de sí 
misma, y lo mismo les ocurre á sus puntos; á estos elementos 
se les llama correspondientes comunes (*). Las rectas 
de unión de los puntos homólogos, así como los planos de 
cada par de rectas homólogos, pasan por un punto O, el cen¬ 
tro de la perspqctividad ó centro perspectivo. De los ele¬ 
mentos de una de las figuras, la contenida en P, por ejemplo, 
se dice también que se proyectan desde el punto O sobre 
el otro plano P en sus homólogos. Se dice, pues, que se pro¬ 
yectan sobre el plano P' (plano de proyección), desde el 
punto O (centro de proyección), el punto A en A' (su proyec¬ 
ción) y la recta a en a (su proyección), cuando la recta 04y 
el plano O a (que se llaman proyectantes) cortan al plano P' 
en el punto A' y la recta a', respectivamente. 

Cada recta tiene un punto común con su proyección. La 
recta que une dos puntos se proyecta en la que une sus homó- 
logós, y el punto de intersección de dos rectas se proyecta 

(*) Suele llamárseles también dobles y de coincidencia; nosotros usa¬ 
remos preferentemente esta última denominación para evitar las confu¬ 
siones que, do otro modo, se presentarían al tratar de correspondencias 
multiunívocas. — (N. T.) 
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en el de las rectas homólogas. Cada una de dos figuras planas 
perspectivas situadas en distintos planos es, según esto, pro- 
yección de la otra; las rectas y los planos proyectantes for- 
man una figura radiada (la figura proyectante), perspectiva 
con cada una de las planas. Cada recta de una figura plana 
encuentra á la de intersección de los dos planos en el mismo 
punto que su proyección. 

Las figuras perspectivas situadas en distintos planos tienen 
todas sus propiedades gráficas comunes; porque de las de una 

cualquiera de ellos se pasa á las de la otra por medio de la 
figura proyectante. Dicho de otro modo: Las propiedades grá¬ 
ficas de una figura plana no cambian al proyectarla sobre otro 


plano. . 

58 . La serie rectilínea es una figura plana especial, que 
está en un plano con cada una de las figuras planas perspec¬ 
tivas con ella. Cada dos series rectilíneas perspectivas supo¬ 
nen la existencia de dos rectas (bases) en un plano, y e 
punto de intersección de sus bases es de coincidencia. Dentro 
de un piano, el punto A se proyecta desde el O sobre una recta 
en el A', cuando esta recta encuentra al rayo O A en el punto 
A': cada serie rectilínea se proyecta en una serie perspectiva 
con ella. Las rectas de unión de puntos homólogos de dos se- 
ríes perspectivas concurren en el centro de proyección. 

El haz de rectas es, asimismo, una figura plana especial; 
pero al tratar de su proyección sobre otro plano, hay que dis¬ 
tinguir dos casos. Si el vértice está situado en el plano de pro¬ 
yección y, por consiguiente, es homólogo de si mismo, los dos 
haces perspectivos están en distintos planos, pero tienen el 
mismo vértice, y pueden ser considerados como pertenecien- 
tes á una misma figura radiada; estos haces tienen un rayo 
de coincidencia, la recta de intersección de sus planos. Si el 
vértice es distinto de su proyección, los dos haces perspecti¬ 
vas tienen distinto vértice y están en distintos planos; los 
puntos de intersección de sus rayos homólogos forman enton- 
ces, una serie rectilínea (sección perspoctrí a e os ía 
ees) (*) situada en la intersección de los dos planos; los dos 
haces son, pues, perspectivos de una misma serie rectilínea. 


(*) Á la baso de esta serie suele llamársele eje perspectivo de 
dos haces.— (N. T.) 
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Pero, en ambos casos, los dos haces son secciones de un haz 
de planos (haz de planos proyectantes) por planos que pasan 
por el mismo ó por distintos puntos de su arista. 

50 . Correspondiendo con lo que ocurre en las figuras pla¬ 
nas perspectivas, existen también figuras radiadas perspec¬ 
tivas. Cada dos figuras radiadas con distintos vértices O y O', 
que tienen común una sección plana y, por tanto, son pers¬ 
pectivas de una misma figura plana, se llaman perspecti¬ 
vas. Cada dos rectas de ambas figuras que pasan por el 
mismo punto de la figura plana, y cada dos planos que pasan 
por la misma recta de esta figura, se llaman homólogos; cada 
dos rectas homólogas tienen común un punto y, por tanto, 
están en un plano que pasa por 00'. La recta 00' y todo 
plano que pasa por ella, es decir, todos los elementos comunes 
á las dos figuras radiadas, son de coincidencia. Al plano de 
dos rectas de una de las figuras corresponde el de las homólo¬ 
gas en la otra, y á la recta de intersección de dos planos de 
una corresponde la de intersección de los planos homólogos 
de la otra. Los puntos de intersección de las rectas homólogas 
y las rectas de intersección de los planos homólogos forman 
una figura plana perspectiva con ambas (la sección pers¬ 
pectiva de aquellas dos figuras) (*). Las figuras radiadas de 
distinto vértice tienen comunes todas las propiedades gráficas. 

Como casos particulares citemos los haces de rectas y los 
de planos. Dos haces de rectas con distintos vértices O y O', 
considerados como figuras radiadas, son perspectivos cuando 
tienen una sección perspectiva, es decir, cuando los rayos 
homólogos se cortan, en cuyo caso los puntos de intersec¬ 
ción están en línea recta (pues han de estar en un plano que 
no pase por O ni por O'). Un ejemplo de estos haces hemos 
encontrado ya: los haces perspectivos con distintos vértices 
y en distintos planos; éstos no contienen ningún rayo de coin¬ 
cidencia, y los planos de sus rayos homólogos forman un haz. 
Una nueva especie de haces perspectivos y se presenta ahora: 
los que tienen distinto vértice, pero están en el mismo plano. 
Tales haces pueden aparecer como parte de una figura plana, 
tienen el rayo 00' de coincidencia, y no existe haz de planos 


(*) Al plano de esta figura suele llamársele plano central pers- 
pectivo de las dos figuras radiadas. (N. T,) 
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perspectivo de ambos. Hay, pues, según esto, tres especies de 
haces perspectivos. 

La posición perspectiva de dos haces de planos supone que 
sus aristas se cortan y, por consiguiente, que ambos haces 
forman una figura radiada. El plano de las aristas es de coin¬ 
cidencia. La sección perspectiva es un haz de rectas en cuyo 
vértice se cortan las dos aristas. Los haces de planos perspec¬ 
tivos son, pues, perspectivos de un haz de rectas. 

60 . Partiendo de figuras planas perspectivas se llega á 
un gran número de teoremas sobre figuras planas del mismo 
ó de distintos planos. En este lugar nos limitamos á exponer 
los más fundamentales de estos teoremas. En las figuras ra¬ 
diadas existen otros análogos á ellos, que se enuncian fácil¬ 
mente y no necesitan ser establecidos de un modo particular. 



Fig. 33. 


Designemos por ABC y A' B' C’ dos triángulos, por consi¬ 
guiente, figuras planas en que, tanto A, B y 6 como A , B 
y C', no están en línea recta; los puntos A, B y C determinan 
un plano P, y los A', B' y C' un plano P'. Siempre que las 
rectas A A', BB' y CC' se cortan en un punto O, se dice que 
los triángulos son. perspectivos, ya sea que los planos P 
y P' sean distintos ó no. Los lados opuestos á vértices homó¬ 
logos son, entonces, homólogos; cada dos lados homólogos se 
cortan y los tres puntos de intersección así hallados están en 
una recta, lo cual se deduce de que están en los dos planos 
cuando éstos son distintos, y se demostrará en seguida en el 
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caso contrario. Recíprocamente: si los planos P y P son dis¬ 
tintos y los pares de lados BC y B' C', CA y C'A' y AB y A' B' 
se cortan (por consiguiente, los tres puntos de intersección 
están en una recta), los triángulos ABC y A'B' C' son pers¬ 
pectivos. Pues las rectas A A', BB' y CC' están de dos en dos 
en un plano, sin estar todas en el mismo; luego concurren en 
un punto O. En general, si tres ó más rectas están de dos en 
dos en un plano, pero no están todas en el mismo, pasan por 
un punto, ó de otro modo: si tres ó más rectas se cortan de dos 
en dos, forman una figura plana ó una figura radiada. Las dos 
cosas ocurren al mismo tiempo cuando pertenecen á un haz. 

Los triángulos perspectivos situados en un plano resultan de 
proyectar un triángulo desde puntos diferentes . — En efecto: si 
se proyecta el triángulo A X B X C X (que determina el plano Q) 
sobre otro plano P en ABC desde el punto V y en A'B'C' 
desde V', los triángulos ABC y A'B'C' son perspectivos, pues 
el punto O de intersección del plano P con la recta VV' 
está en A A! (por estar O, A y A' en los planos Py A VV'), y. 
también en BB' y CC', debiendo observarse que la construc¬ 
ción supone que V' no está en ninguna de las rectas A V, BV 
y CV. Recíprocamente: si los triángulos ABC y A'B' <J' con¬ 
tenidos en un plano P son perspectivos, serán proyecciones 
de un triángulo de otro plano, pues ,si por el punto O, en que 
se cortan las rectas AA', BB' y CC', se traza una recta no 
situada en el plano P, y se toman en ella dos puntos V y V' 
arbitrarios (distintos del O), los puntos V' y A' están conteni¬ 
dos en el plano AOV, luego las rectas VA y V'A' se cortan 
en un cierto punto A x ; del mismo modo, las rectas VB y V'B' 
se cortan en B x y las VC y V'C' en C x , y los puntos A u B x 
y C x determinan un plano Q, distinto del P, y son vértices de 
un triángulo A X B X C x , que es proyección sobre Q del ABC des¬ 
de Vy del A'B'C' desde V'. 

Los lados homólogos de dos triángulos perspectivos se cortan 
en puntos de una recta, ya estén los dos en un plano ó no (*) . — 
Bastará demostrarlo para dos triángulos que estén en un pla¬ 
no. Estos triángulos son proyecciones de uno A X B X C X de otro 
plano. La recta de intersección de los dos planos encuentra á 


(*) Esta propiedad, fundamental en Geometría de la posición, se co¬ 
noce bajo el nombre de Teorema de Desargues.— (N. T.) 
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la B X C X en el mismo punto F que á sus proyecciones BC 
y B' C', análogamente corta á (7, A x , CA y C' A en G y á A x B^ 
AB y A'B' en //; luego BCy B'C', CA y C'A' y ABj A'B' 
se cortan en tres puntos F, G y II de una recta. Recíproca¬ 
mente: si en el mismo plano ó en planos distintos hay dos trián¬ 
gulos ABC y A'B'C', tales que los lados BC y B'C', CA y C'A' y 
AB y A'B' se corten en puntos- F, G J/ H de una recta, los trián¬ 
gulos son perspectivos. También aquí nos bastará demostrailo 
para triángulos de un plano. Si se hace pasar un plano dis¬ 
tinto de éste por la recta FG, y sobre él se proyecta el 
triángulo ABC en A i B x C i , los lados B l C l , C X A X y A X B¡ pasa¬ 
rán, respectivamente, por F, G y H; luego B x (7, y B C se 
cortan en F, C 1 A l y C'A' en G y A¡B t y A B en H, y, por 
consiguiente, A X B X C X y A'B' C' son triángulos perspectivos en 
distintos planos, y ABC y A'B'C' proyecciones de ABC. 
(Otra demostración que en los dos casos reduce este teorema 
al anterior, y tiene la ventaja de que en el caso de estar los 
dos triángulos en un plano permite no salirse de él (*), se fun¬ 
da en la circunstancia de concurrir en //las rectas AB, A B 
y GF, con lo cual los triángulos AA'Gy BB'F son perspecti¬ 
vos, y sus lados A' G y B' F, GA y FB y A A y BB se cortan 
en tres puntos C', C y O de una recta; luego A A , BB y CC 
tienen común el punto O.) 

61 . En las figuras planas compuestas de más de tres pun¬ 
tos hay una diferencia esencial en cuanto á la perspectividad, 
según que estén ó no en distintos planos. Consideremos cuatro 
puntos A, B, C y B en un plano; si se los une de dos en dos 
se obtienen seis rectas, y la figura compuesta de los puntos 
A, B, C y D y de las seis rectas de unión se llama cua¬ 
drivértice plano completo. Al cuadrivértice completo 
ABCD pertenecen, pues, cuatro vértices A, B, C y D, y 


(*) Conviene observar, sin embargo, que la demostración del teorema 
de Desargues no excluye por esto la necesidad de considerar elementos 
exteriores al plano de los dos triángulos. Hilbert ha demostrado la im¬ 
posibilidad de esta demostración por medio de los postulados de la Geo¬ 
metría plana, exclusivamente, de donde resulta, cuando sólo se admiten 
éstos, una nueva Geometría, en que se prescinde del teorema de Desar¬ 
gues, llamada no.Desarguesiana. Véase Hilbert, Grundlagen der 
Geometrie, tercera edición, 1909, § 23 , y Schur, Grundlagen der Geo- 
metrie, 1909, § 2.—(N. T.) 
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seis lados B C, CA, AB, AD, BD y CD; los BC y A D, los CA 
y BD y los AB y CD reciben el nombre de lados opuestos. 
Supongamos que en el mismo ó en distinto plano hay otro cua¬ 
drivértice completo A' B' C D', de tal modo colocado que las 
rectas ÁA', BB f , QC y DD' concurran en un punto O, y, ade¬ 
más, que en ninguno de los dos cuadrivértices haya tres vér¬ 
tices en línea recta. La hipótesis hecha puede también formu¬ 
larse diciendo que tanto los triángulos ABC y A'B' C', como 
los ABD y A'B'D', deben ser perpectivos; por el punto O , en 
que se cortan A A' y BB' pasan, entonces, también CC' y DD' 
y, por consiguiente, tanto los triángulos BCD y B C D , como 
los A CD y A! C'D', son también perspectivos. Con esto queda 
establecida una correspondencia entre los vértices y, por con¬ 
secuencia, entre los lados de los dos cuadrivértices, de tal na¬ 
turaleza que cada dos lados correspondientes se cortan. Sean 
F el punto de intersección de BC y B' C'; G el de CA y C'A'; 
H el de AB y A'B'- F x el de AD y A’D'-, G x el de BD y 
B'D' y H x el de CD y C'D'. Los puntos F y F x , C y G x , H, 
y H x están cada dos en lados opuestos del cuadrivértice 
ABCD y del A'B'C'D', y por los puntos de cada uno de los 
grupos F x , G x yH x - F x , GyH ; F, G x y H y F, C y H x pasan 
lados que concurren en un vértice. Si los dos cuadrivértices 
están en planos diferentes, los puntos F , F l7 G, G x , H y H x (que 
no hace falta sean distintos) están contenidos en una recta. 
Pero esto no es necesario cuando los planos de ambas figuras 
se confunden; entonces podemos asegurar únicamente que los 
puntos de cada uno de los grupos F, G y //; F, G x y H x , F x , 
G y H x y F¡, G x y # están en línea recta y, por tanto, que 
F y F x , G y G x y Ii y II x son los pares de vértices opuestos de 
un cuadrilátero completo, en el que un lado pasa por 
F, G y II. Un cuadrilátero completo (plano) es la figura com¬ 
puesta por cuatro rectas de un plano (los lados) y sus seis 
puntqs de intersección (los vértices). 

La hipótesis que acabamos de hacer está satisfecha cuan¬ 
do tanto F, G y II, como F x , G x y II están en línea recta; si 
esto ocurre serán, pues, también FG X II X y F i GH x series recti¬ 
líneas. Pero si aún añadimos la hipótesis de que las rectas que 
pasan por F, G y H y por F x , fx, y H coinciden, los seis puntos 
F, F x , G, G x , II y II X están todos en una recta, aun cuando los 
dos cuadrivértices pertenezcan á un plano; podemos, pues, 
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decir que: Si los cuadrivértices completos ABCD y A'B C D 
(en ninguno de los cuales hay tres vértices en línea recta) «*- 
tán situados en el mismo ó en distintos planos, de tal modo que 
los pares de lados BC y B'C', CA y C'A', AB y A B, AD y 
A'D' y BD y B'D' se cortan en puntos F, G, H, F, y G t de una 
recta, los lados CD y C'D' concurren en un punto H, de la mis¬ 
ma, no siendo preciso para que esto ocurra que sean distintos 

F y .S¡ sobre una^recta se dan cinco puntos F, F u G, G, y íf (pu- 
diendo coincidir F con F t y G con G,), se pueden construir 
cuadrivértices completos tales, que cinco lados pasen por los 
puntos dados, siendo lados opuestos los que pasan poi F y i 
y por G y G„ y no concurriendo en un vértice los que pasen 



Fig. 34. 


por F G y H- el sexto lado encontrará siempre á la recta 
dada en un plinto determinado H v En cada recta, cinco pun- 
tos F F G C?, y H determinan, pues, un sexto punto H u que 
puede hallarse por la siguiente construcción y es indepen¬ 
diente de las líneas auxiliares utilizadas. Por F, G yHea tra¬ 
zan tres rectas que se cortan en A, B y C, siendo BC la que 
pasa por F, CA la que pasa por G y AB la que pasa por H, 
las rectas AF, y BG, se cortan entonces en un punto D, y la 
recta CD encuentra á la dada en H,. En esta construcción 
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pueden permutarse los pares F y F x y G y G x entre si, pero el 
cambio de F por F x sólo es realizable á condición de hacer 
al mismo tiempo el de G- por G x . En realidad, esta condición 
es innecesaria ( 113 ), y se puede construir el cuadrivértice 
ABGD , sin que por ello varíe H x , de tal modo que los lados 
que pasen por F, G y H partan de un vértice; pero es impo¬ 
sible justificarlo con los medios auxiliares hasta aquí introdu¬ 
cidos (*). 

GSJ. La figura en que coinciden F con F x y G con G x tiene 
una particular importancia. En tal caso, dos lados opuestos, 
BG y AD, se cortan en F ; otros dos, también opuestos, CA y 
BD, se cortan en G, y de los dos restantes, AB f CD , uno 
pasa por H y otro por H i . Si sobre una .recta se dan tres pun¬ 
tos F, G y H, se pueden 
construir cuadrivértices 
completos tales que dos 
lados opuestos se corten 
en F, otros dos en G y un 
quinto lado pase por H; 
entonces, el sexto lado 
corta á la recta dada en 
un punto determinado 
//,, diferente del H (**). 
Según esto, la siguiente 
construcción da un re¬ 
sultado independiente de 
las líneas auxiliares uti¬ 



lizadas. Se trazan por F, G y Ií tres rectas que se cortan 
en A, B y C, siendo BG la que pasa por A, CA la que pasa 
por G y AB la que pasa por H, y se determina el punto D, in¬ 
tersección de las rectas AF y BG, y en seguida el II X , inter¬ 
sección de GD con la recta dada. En esta construcción pue¬ 
den permutarse F y G. Aplicándola á los puntos F, G y //, 
se halla II del mismo modo que II X por medio de F, G y H. 


(*■) Véase la primera adición al § 10 . — (N. A.) 

(**) En la segunda adición al § 10 se demuestra que H x es diferente 
de H.—(N. A.) 
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Primera adición al § ÍO. 


Diremos que-seis pantos F, F u G, G„ HyH u obtenidos de 
la manera indicada en el núm. 61 , forman un sistema I; cin¬ 
co puntos del sistema, F, F„ G, G, y H, determinan el sexto 
H. En el mismo lugar ( 61 ) se dijo que también los puntos 1<„ 
F, G, <?„ Hy II, forman un sistema I; se puede, pues, enun- 

ciar el siguiente T TT „ 

Teorema l.-Si los puntos F, F u G, G„ H y H, forman un 
sistema T, los F„ F, G, G t , H y H, forman un sistema de la mis- 
ma naturaleza. 

En el lugar citado dijimos, además, que el teorema I no se 
puede deducir de los §§ », 8 y » Sobre tal afirmación haré- 
mos observar ahora lo que sigue: 

Sean A, B x y B puntos de una recta, y G u F y F t puntos 
de otra recta, entre los cuales no figura el común á ambas, > 
designemos por C, I), y D los puntos de intersección de las rec¬ 
tas BF y B,F U AF, y BG„ y AFy B,G„ y por G, H,H, y 
los de intersección de la recta FQ con las A 6, AB, C U y L i- 
Como la recta FG corta á las BC, AD y BD en los puntos F, 
F, y G, respectivamente, los F, F¡, G, G„ Hy ^ c ° ns “ uy ®“ 
un sistema I, y otro, por consiguiente, los F„ 1, G, <r„ Hy , 
si el teorema I es cierto. Pero, análogamente, los puntos i „ 
F, G, G¡ Hy ÍF forman también un sistema I, pues son los 
puntos en que la recta FG es cortada por las B, C, AD¡, AL, 
B, D. AB, y tíD,. Por consiguiente, si el teorema I es cierto, 

rr/ • .j rr nrt nnn r D v C D v D. están en línea 
Ii coincide con //,, con bu > o, ^ y i 

recta, y resulta el siguiente teorema (caso particular del teo¬ 
rema de Pascal): . K' 

Teorema P .—Si A, B y C son tres puntos de una recta y A , 
B' y C' tres puntos de otra que está en un plano con aquélla , pero 
ninguno de los seis puntos está en las dos rectas al mismo tiem¬ 
po, las rectas BC' y CB', CA' y ACT, AB' y BA' « cortan en 

tres puntos situados en línea recta. ' 

Si se parte de la figura 34, en la que los puntos F,1<„G „ 
G Hy H, forman un sistema I, y se consideran las intersec¬ 
ciones B , de AB con GF y D, de AF,con B,G„ resulta, si se 
utiliza el teorema P, que G, D y D, están en linea recta, y de 
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aquí que F x , F, G, G x , H y H x forman un sistema I. Por con¬ 
siguiente, admitidas las proposiciones de los §§ ?, 8 y 9, de la 
admisión del teorema I se deduce la certeza del teorema P, y de 
la admisión de éste la certeza del I. Pero las investigaciones de 
Hilbert en el capítulo VI de su Grundlagen der Geometrie, 
Leipzig, 1899 (2. a edición, 1907, 8. a ídem, 1909) han demos¬ 
trado que el teorema P no se puede deducir de las proposicio¬ 
nes contenidas en nuestros artículos 7, 8 y 9. Podemos, pues, 
concluir que el teorema I no puede ser demostrado únicamen¬ 
te con los medios auxiliares contenidos en el § ÍO. 


Segunda adición al § IO. 

(Véase Mathematische Annalen, 1897, tomo XLVIII, pág. 111.) 

En la adición al § 9 se dedujeron los teoremas gráficos 
señalados con A) y B), en los que se presenta el concepto de 
elementos separados. De estas dos proposiciones resulta un teo¬ 
rema gráfico, en el que no interviene el concepto de pares se¬ 
parados, si bien éste se emplea en la demostración: 

Si se toman en un plano cuatro puntos A, B, C y D, entre los 
cuales no haya tres en línea recta, y se proyectan desde D los 
vértices del triángulo ABC sobre loslados opuestos en A„ B, y C,, 
estos tres puntos no están en linea recta. 

En la figura 35, F, G, G y I) son cuatro puntos de un pla¬ 
no que cumplen las condiciones impuestas; los vértices del 
triángulo FGC se proyectan desde D sobre los lados opuestos 
en A, B y //,; el punto H está en la recta AB\ según el teore¬ 
ma anterior, A, B y H no están en línea recta. Con esto que¬ 
da demostrado que H x no coincide con H. 
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63 . Si dos series rectilíneas de distintas bases están com¬ 
puestas del mismo número de elementos, y es preciso ver si 
pueden ser consideradas como figuras perspectivas, la pii- 
mera condición á que han de satisfacer es que las bases estén 
en un plano y, por consiguiente, se corten en un cierto pun¬ 
to K. Si ocurre esto v se toman dos puntos F y G en una de 
las rectas y otros dos C y D en la otra (unos y otros arbitra¬ 
rios, pero todos distintos del K), existe una perspectividad, 
tanto entre CD y FG, como entre CD y GF, pues las rec¬ 
tas CF y DG se cortan en un punto A, y las CG y DFen 
uno B , y los puntos C y D se proyectan en F y G desde A, y 
en (?y F desde B. Pero si en una rec.ta se toman tres pun¬ 
tos F G y H, y en otra que encuentre á aquélla en un punto K 
(distinto de los F, G y H) se toman otros tres puntos cuales¬ 
quiera C I) y E (distintos del K\ no es en modo alguno nece¬ 
sario que F, G y H, y C, D y E formen, en alguna de las dis¬ 
posiciones en que pueden ser supuestos, figuras perspectivas. 
Por el contrario, si FGHy CDE han de ser figuras perspec¬ 
tivas y, por tanto, B su centro perspectivo, deberán estar en 
una recta B, E y si han de ser perspectivas GFH y CDE, 
en cuyo caso A sería el centro perspectivo, A, E y H deberán 
estar en línea recta, etc. Si se dan los puntos CyD como ho¬ 
mólogos de los F y G, respectivamente, cada punto H de la 
recta FG determina el punto homólogo E en la recta CD. 
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Sean FGH y CDE series perspectivas, B su centro pers- 
pectivo y K su punto de coincidencia; en tal caso, no es pre¬ 
ciso que las series FGH y CDE sean también perspectivas, 
cuando se consideren sus elementos en un orden distinto. Para 
que pueda CDE proyectarse también en GFH, las rectas CG , 



DF y EH deben concurrir en un punto A, es decir, que enton¬ 
ces A, B, C y D son vértices de un cuadrivértice completo, en 
el que dos lados opuestos se cortan en F y otros dos en G, 
mientras que de los dos restantes (que se cortan en E), uno 
pasa por H y otro por K. 

Dados, pues, en una recta tres puntos F, G y H, existen 
series rectilíneas que son perspectivas á un tiempo con FGH 
y GFH) para obtener una de ellas CDE se construye un trián¬ 
gulo ABC, cuyos lados BC, CA y AB pasen, respectivamen¬ 
te, por F, G y H, y se halla el punto D, intersección de AF 
y BG, y el E, intersección de AB y CD. Las bases de todas 
las series que están en posición perspectiva, tanto con FGH 
como con GFH, sin contener H, cortan á la base de la serie 
dada en un punto fijo K (6<í). Recíprocamente: si la base de 
una serie CDE, perspectiva con la FGH, pasa por K, también 
GFH y CDE son perspectivas. Pues si B es el punto en que 
se cortan CF, DG y EH, y A el de intersección de DF y CG, 
ABCD es un cuadrivértice completo en que dos lados opues¬ 
tos pasan por F, otros dos por 6Ty un quinto lado por K, y 
como H está determinado por los puntos F, G y K del mismo 
modo que lo está K por los F, Gy H, el sexto lado AB pasará 
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por II, luego BH (ó, lo que es lo mismo, EH) pasa por A, y las 
rectas CG, DE y EH concurren en A. 

Para que una proyección dé la serie rectilínea FGH, que no 
contenga el punto H, sea al mismo tiempo proyección de la GF H, 
es necesario y suficiente que la base de la proyección y la de la se¬ 
rie dada pertenezcan á la radiación K que esta serie determina. 

' Si en un triángulo AB C los lados BC, CA y AB pasan, res¬ 
pectivamente, por F, G y II, las rectas AF, BG y CK concu¬ 
rren en un punto D (*). 

Si los puntos Cy D se proyectan en F y G desde B, y en 
G y F desde A, sobre la recta FG existirán dos puntos y sólo 
dos, H y K, que desde A y B se proyecten en los mismos pun¬ 
tos de la recta CD\ de los dos puntos H y K, el uno, H, es dis 
tinto de su proyección, y el otro, K, por el contrario, coincide 
con la suya (**). Los puntos F, G y H, ó G, F y II (en uno de 
estos dos órdenes de colocación únicamente) determinan, 
pues, el punto K de tal modo, que una serie CDEK aparece 
como proyección de FGHK y de GFHK. Ahora bien, entre 
los puntos F, G, K y H existe exactamente la misma relación 
de dependencia que entre los F, G, H y K, y, por consiguien¬ 
te, en toda serie que sin contener K pueda ser proyectada en 
FGKy en GFK resultará H como su propia proyección. Asi 
ocurre, en efecto, en la serie ABEH, que es perspectiva con 
las FGHK y GFHK, siendo los centros de proyección respec¬ 
tivos D y C. Según esto, el par HK (ó KH) depende del 1 G (ó 
GF) por la condición de que FGHK y GFHK puedan proyec¬ 
tarse en una misma serie MNPQ, debiendo necesaiiamente 
confundirse Ky Q6 Hy P, pero conviene evitar el que se 
crea que precisamente ha de ser K el que se confunda con su 
proyección. Si suponemos fijo el par FG, los pantos restantes 
de la recta FG pueden considerarse de dos en dos, formando 
pares IIK, de tal modo que un punto de cada par determina 
el otro. Los puntos F y G están siempre separados por los Ii y K. 
Pues ó los puntos G y H están separados por los I y K, ó lo 


(*) Pues si D es el punto do intersección de AF y BG y E el de CD 
con AB, la serie CDE es proyección de la FGH desde B y de la GFH 
desde A, luego la recta CD pasa por K. — (N. 1.) 

(**) Pues, evidentemente, uno ha de estar en la recta AB y el otro ha 
de ser intersección de CD con FG.— (N. T.) 
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están los E y F por los G y K ó los F y G por los E y K , ex¬ 
cluyendo cada una de estas posiciones las otras dos; ahora 
bien, si los G y E estuviesen separados por los F y K, esta 
misma posición se deduciría, por la perspectividad supuesta, 
para los pares NT y MQ, y de estos, nuevamente, para los 
FE y GK; del mismo modo, la condición de estar separado el 
par HF por el GK exigiría que ocurriese lo mismo con los pa¬ 
res GH y FK. En atención á la posición relativa de los pares 
GE y FK se dice que F y G están armónicamente sepa¬ 
rados por E y K. Pero, también H y K están armónicamente 
separados por F y G. Pues los lados BE, EG y GB del trián¬ 
gulo GBE pasan, respectivamente, por H, K y F, mientras 
que las rectas CE, BK y EG concurren en un punto L, como 
se ve observando que los triángulos CBG y EKE son pers- 
pectivos por cortarse BG y KE, GG y EE y GB y EK en 
puntos D, A y F de una recta. Por el contrario, los puntos G 
y H no están armónicamente separados por los F y K, ni lo es¬ 
tán los H y F por los G y H, etc. 

Los puntos F, G, E y K reciben el nombre de armónicos 
(forman una serie armónica, una figura rectilínea ar¬ 
mónica) ; los F y G, así como los E y K, son con j ugados; 
dos puntos conjugados forman un par. Los dos pares son per¬ 
mutables entre sí, y también pueden ser permutados, dentro 
de cada par, los dos elementos cón jugados. Si, pues, una de 
las ocho series 

FGEK, GFEK, FGKE, GFKE, EKFG, 

EKGF, KEFG, KEGF 

es armónica, también lo son las demás; pero ninguna otra per¬ 
mutación de los mismos cuatro puntos es, en tai caso, armóni¬ 
ca. Dados tres puntos cualesquiera F, G y E en una recta, se 
puede construir un cuarto punto K, y sólo uno, tal que FGEK 
sea una serie armónica; al punto K se le llama cuarto punto 
armónico respecto de los puntos dados FGE (ó GFE), los cua¬ 
les están de tal modo ordenados, que los dos primeros son con¬ 
jugados y el último es conjugado del que falta. Para construir 
el cuarto punto armónico K respecto de los F, G y H, se traza 
por E una recta cualquiera y se toman en ella dos puntos ar¬ 
bitrarios A y B; éstos se proyectan desde un punto D en F y G, 
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y desde uno C en G y F, y la recta GD determina en la FO el 
punto buscado K. Las rectas CF, FA, ACy BD son los lados 
de un cuadrilátero completo, en el que A, O y F son tres vérti¬ 
ces, y los tres vértices opuestos á éstos, B, D y G, son ínter- 
secciones de los lados del triángulo ACF con la recta BD. 
Las rectas AB, GD y FG, que unen pares de vértices opues¬ 
tos, se llaman diagonales del cuadrilátero completo. En la 
diagonal FGr hay dos vértices, F y G, del cuadrilátero completo 
y dos puntos, H y K, intersecciones con las otras dos diagonales; 
estos cuatro puntos son siempre armónicos. 

64. Para reconocer si la figura rectilínea FGHK es ar¬ 
mónica, se toma como auxiliar otra figura rectilínea MNPQ, 
perspectiva con ella, en la que se confundan M con F, ó A 
con G, etc. Supongamos que sean Q y K los puntos que coin¬ 
ciden; en tal caso, para que la figura FGHK sea armónica 
es preciso que las GFHK y MNPQ estén también en posición 
perspectiva. Si así ocurre, también la serie MNPQ es armó¬ 
nica. Para aplicar esto á series perspectivas cualesquiera 
FGHK y F'G'H'K', de las cuales es armónica la primera, 
se necesita examinar solamente el caso en que no coinciden 
F y F', ni G y G', etc. Los puntos H' y K son, en tal caso, 
distintos uno de otro, y la recta H'K es cortada por los rayos 
concurrentes FF, <?<?', HH' y KK' en MNPQ, de tal^modo 
que P se confunde con H' y Q coincide con K; luego si MN1 Q 
es armónico, también lo es FGHK. _ 

Si una de dos series perspectivas es armónica, también lo es 
la otra. O, de otro modo: Toda proyección de una serie armó¬ 
nica es, á su vez, armónica. 

65. Si, en una figura plana, una serie es armónica, con 
ello se considera una propiedad gráfica de la figura plana En 
la definición de puntos armónicos indudablemente no se han 
relacionado estos puntos sólo por medio de conceptos gráfi¬ 
cos sino que se ha necesitado tomar otros elementos auxilia¬ 
res," y estos elementos extraños pueden no estar en el plano 
de aquella figura. Pero la arbitrariedad permitida en la elec¬ 
ción de estos elementos puede utilizarse para realizar el es¬ 
tudio de la serie en alguno de los planos que la contienen, 
por consiguiente, en particular, en el plano de la figura con¬ 
siderada. Si pasamos, pues, á una figura radiada perspectiva, 
á la serie de puntos corresponde un haz de rectas, al que, 
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según el principio establecido en el § lO, se puede aplicar la 
propiedad señalada en la serie y, por tanto, se pueden dar 
también definiciones análogas para la figura radiada. 

Según esto, se dice que cuatro rayos f, g, h y k de un haz 
son armónicos, ó forman un haz armónico, cuando existe un 
haz mnpq, concéntrico con aquél, perspectivo con el fghk y 
el gfhk ó el fgkh. Los rayos f y g, así como los h y k, se lla¬ 
man conjugados; dos rayos conjugados forman un par; los 
dos pares están separados uno por otro. Los teoremas so¬ 
bré series armónicas pueden aplicarse, sin necesidad 
de más, á los haces de rectas armónicas. En cada haz 
armónico mnpq se pueden, pues, permutar los dos pares entre 
sí, así como en cada par los elementos conjugados, pero con 
cualquier otro cambio, deja de existir la posición armónica. 
Si un haz de rectas mnpq es perspectivo con otro fghk con¬ 
céntrico con él, y, al mismo tiempo, con el gfhk , necesaria¬ 
mente se confunden p y h ó q y k. Si los rayos /, g, h y k de 
un haz armónico se proyectan en los m, n, p y q de otro con¬ 
céntrico con él, también los haces gfhk y mnpq son perspec- 
tivos. Si uno de dos haces concéntricos perspectivos es ar¬ 
mónico, también lo es el otro, etc., etc. 

Si un haz de rectas y una serie rectilínea están en posi¬ 
ción perspectiva, puede considerarse aquél como una figura 
radiada y la serie como una figura plana perspectiva conte¬ 
nida en uno de los planos que no pasan por el vértice del haz. 
La investigación de si un haz de rectas es armónico se reali¬ 
za dentro de la figura radiada á la cual pertenece el haz; el 
ver si una serie es armónica puede hacerse en cada uno de 
los planos que la contienen. La posición armónica es, según 
esto, una propiedad que, en el caso de la perspectividad, se 
transmite del haz de rectas á la serie de puntos, y recíproca¬ 
mente. Si un haz de rectas y una serie están en posición pers¬ 
pectiva y una dé las dos figuras es armónica , también lo será 
la otra. Toda sección de un haz de rectas armónico, es una 
serie armónica; todo haz de rectas que proyecta una serie 
armónica, es armónico. 

De aquí se deduce, que si dos haces de rectas son perspec¬ 
tivos con la misma serie rectilínea y uno de ellos es armóni¬ 
co, también el otro posee esta propiedad. Podemos, pues, de¬ 
cir para todas las especies do haces de rectas perspectivos 
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que: Si uno de dos haces de rectas perspécticos es armónico, 
también lo es el otro. Toda proyección de un haz de rectas ar¬ 
mónico es, según esto, también armónica. Si una sección (se¬ 
rie rectilínea ó haz de rectas) de un haz de planos es armó¬ 
nica, también lo son todas las demás. 

En general: Si una de dos figuras planas perspectivas es 
armónica, también lo es la otra. 

66 . Si un haz de rectas contenido en una figura plana es 
armónico, no se puede tratar de esta propiedad, según la de¬ 
finición antes dada, sin salirse del plano de la figura. Se llega 
á otra definición que no utiliza ningún elemento exterior al 
plano del haz, del siguiente modo: Sean A el vértice de un 
haz de rectas armónico y FGHK una de sus secciones, por 
tanto, una serie armónica. Tomemos un punto cualquieia B 
en el rayo AH, y sean FG y GF las proyecciones de AB des¬ 
de D y C, respectivamente (*). En virtud de la dependencia 
entre el cuadrivértice completo ABCD y los puntos Gy H, 
el lado GD pasa por K; designemos por E el punto de inter¬ 
sección de este lado CD con el AB. Si, según la costumbre, 
un haz cuyo vértice es A y cuyos rayos pasan, respectiva¬ 
mente, por F, G, H .se representa abreviadamente por la 

notación A {FGH .), tendremos que, tanto los haces 

A {FGHK) y B {FGHK) como los A {CDEK) y B{CDEK), 
son perspectivos, luego también lo son los A{GFHK) y 
B {FGHK). Recíprocamente: si dos haces de rectas perspec¬ 
tivos A {FGHK) y B {FGHK) están en un plano y también 
los A {GFHK) y B {FGHK) son perspectivos, el A {FGHK) 
es armónico. Pues si los rayos AG y BG se encuentran en G 
y los AF y BG en D, la sección perspectiva de los haces 
A {GFHK) y B{FGHK) está en la recta CD , sobre la cual 
deben cortarse, según esto, AH y BU, AK y BK. Uno de los 
rayos AH y AK es, seguramente, distinto de AB ; suponga¬ 
mos que lo es AK] entonces son distintos AK y BK ; K está 
en CD, pero Ii no, luego A, B y H pertenecen á una recta y 
la serie FGHK es armónica y, por consiguiente, la misma 
propiedad tiene el haz A {FGHK). 

Según esto, puede definirse un haz armónico como un haz 


(*) Dicho de otro modo: C y D son puntos de intersección de AG y BF, 
y de AF y BG, respectivamente.— (N. T.) 
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que es perspectivo con otro mnpq de su plano y, además, 
con el nmpq ó con el mnqp. 

Si los rayos f y g de un haz están en posición perspectiva 
con los m y n de otro y también con los n y m, los f, g, m y n 
se cortan de dos en dos y, por tanto, pertenecen á una radia¬ 
ción ó están en un plano. Pueden, pues, comprenderse las 
definiciones anteriores en la siguiente: Se dice que un haz de 
rectas fghk es armónico, cuando es perspectivo con otro mnpq 
y, al mismo tiempo, con el nmpq ó con el mnqp. 

Si los haces de rectas fghk y gfhk son perspectivos con 
el mnpq, h y p ó k y q se confunden. Si los haces fgh y gfh 
son perspectivos con el nmp y h es diferente de p, tendrán un 
rayo k común con él, y el haz fghk es armónico. Si el haz 
fghk es armónico y perspectivo con el mnpq , también los 
fghk y nmpq son perspectivos. 

67 . Pasemos ahora á los haces de planos. Se dice que cua¬ 
tro planos F , G, H y K de un haz son armónicos, cuando el 
haz FGHK es perspectivo con otro haz de planos MNPQ y, 
además, con el NMPQ ó el MNQP. Como los haces de pla¬ 
nos perspectivos forman una figura radiada, la posibilidad 
del haz de planos armónicos resulta de la existencia del haz 
de rectas armónico, como toda propiedad gráfica sobre figuras 
radiadas resulta de la correspondiente sobre figuras planas. 
Sean O el vértice de la radiación de planos FGHKMNPQ', 
O, otro punto cualquiera de la arista del haz FGHK ; fghk 
y mnpq la sección de aquella radiación por un plano que no 
contenga los puntos O y O,; y M x , N t , P x y Q x los planos 
determinados por O x y las rectas m, n, p, y q. En este caso, 
fghk y mnpq son haces de rectas; M X N X P X Q X es un haz de 
planos; fghk es perspectivo con mnpq y, además, con nmpq 
ó con mnqp, luego FGHK es perspectivo con M X N X P X Q X y, 
al mismo tiempo, con N X M X P X Q X ó con M X N X Q X P X . La propie¬ 
dad de ser armónico el haz de planos FGHK puede, según 
esto, ser tratada con la intervención de planos que pasen por 
un punto cualquiera de la arista. 

En el haz de planos FGHK se llaman conjugados los ra¬ 
yos F y G, así como los H y K; los F y G están separados pol¬ 
los II y K, etc. Se puede definir el haz de planos armónico 
como haz que es cortado en un haz de rectas armónico. 

Si dos haces de planos están en posición perspectiva y uno 
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de ellos es armónico, también lo es el otro, pues la sección 
perspectiva de ambos es, en tai caso, armónica. Finalmente, 
si un haz de planos y una serie de puntos están en posición 
perspectiva y una de las dos figuras es armónica, también lo 
será la otra. 

Estas observaciones y las anteriores relativas á ellas pue¬ 
den ahora reunirse en el siguiente teorema: Si una de dos 
figuras perspectivas es armónica , también lo es la otra . Pero el 
establecer un teorema que, dentro de la brevedad de su ex¬ 
presión, comprende casos tan diferentes y de apariencias muy 
diversas, exige una formación adecuada y gran generalidad 
en los conceptos que en él intervienen. Se hubiera logrado di¬ 
fícilmente obtener estas propiedades con los conceptos de 
perspectividad y posición armónica, si nos hubiésemos limi¬ 
tado á la terminología en que dos rectas de un plano no tie¬ 
nen necesariamente un punto de intersección, ni dos planos 
una recta común. 

08. Más adelante tendremos ocasión de aplicar los si¬ 
guientes teoremas, que se deducen de lo hasta aquí expuesto: 

Si los puntos F y G están armónicamente separados, tanto 
por los II y K, coma por los U y V, se puede pasar de la serie 



FGKU á la FGHV por sucesivas proyecciones. En efecto, por 
ser FGHK armónica, se puede construir un cuadrivértice 
A BCD tal, que AD y BG se corten en F, AC y BD en G, AB 
pase por H y CD pase por K. Por ser armónica FGUV, si 
B V encuentra á AF en A' y GA' encuentra á BF en G , la 
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recta DC' pasará por U. Resulta, pues, que la figura FGKU se 
proyecta sobre BC desde I) en FBCC', ésta sobre AI) desde 
G en FDAA' y ésta sobre FG desde B en FGHV. 

. Según esto, si FGHK y FGUV son figuras armónicas y 
F y U están separados por G y K, también lo estarán F y V por 
G y H. 

Si FGHK y FGUV son figuras armónicas, H y K no esta¬ 
rán separados por U y V. En efecto, puesto que Fy G están 
separados por U y V, también lo estarán por uno de los pares 
KU y KV, por el KV, por ejemplo (*); en tal caso F y G no 
están separados por K y U, pero lo estarán, por ejemplo, Fy U 
por los G y De aquí, aplicando el teorema anterior, 

resulta que también Fy V están separados por G y II, pero 
no lo están por G y U, luego F y V lo están por H y U (*). 
Según esto, U y V están separados por F 7 y G, pero no por H 
y F 7 ; luego U y F lo están por G y H (***); además, G y K es¬ 
tán separados por F y TJ, pero no por G y H, luego G y K lo 
están por II y U (***); por úl¬ 
timo, H y U están separados 
por G y K, pero no por G y V, 
luego II y U lo están por K 
y V (***) y II y K no lo están 
por U y V. 

69 . Sean A, B y C tres 
puntos que no están en línea 
recta; a, b y c sus rectas de 
unión BC, CA y AB\ E un 
punto del plano ABC que no 
está en las rectas a, b y e; y, 
finalmente, e una recta del 
plano ABC, que no pertenece 
á los haces A, B y C. Las rec¬ 
tas a, b y c dan, por inter¬ 
sección con los rayos AE , 
BE y CE, respectivamente, tres puntos E { , FJ 2 y E¿; los 
puntos A, B y C dan por unión con los ae, be y ce, respecti- 


(*) Según el teorema 22 del § 1 .—(N. T.) 

(**) Según el teorema Í9 del § 1.— (N. T.) 

(***) Según el teorema 21 del § l.—(N. T.) 
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vamente, las rectas e x , e 2 y c 3 . Puesto que los trivértices 
son perspéctivos, las rectas a y E 2 E 3 , b y 
E 3 E X y c y E x E 2 se cortan en puntos E\, E\ y E 3 de una rec¬ 
ta; á esta recta se le llama polar armónica ó trilineal(ó 
simplemente polar) del punto E respecto del trivér- 
tice ABC, ó del trilátero abe. Puesto que las series 
BCE X E \, CAE 2 E' 2 y ABE 3 E' 3 son armónicas, la polar de E 
respecto de ABC jpasa Zos cwarfos jarcios armónicos de los 
BCE,, CAE, y ABE 3 . También los triláteros abe y e t e 2 e 3 son 
perspectivos, y las rectas de unión de los puntos A y c. 2 e 3 , 
B y e 3 e x y (7 y e,e 2 pasan por un punto que se designa con el 
nombre de polo armónico ó trilineal (ó simplemente 
polo) de la recta e respecto del trivértice ABC, ó del 
trilátero abe] así, pues, los cuatro rayos armónicos de bce,, 
cae 2 y ab q 3 pasan por el polo de e respecto de ABC. Si e , e 
y e"' son las rectas de unión de los puntos A, B y C con los E x , 
E % y E 3 , respectivamente, como la serie CBE X E X es armóni¬ 
ca, AE es el cuarto rayo armónico de los b, c y e , BE es el 
de los c, a y e" y CE el de los a, b y e'", luego E es el polo de 
la recta E\E\, esto es, el punto E es siempre polo de su polar. 
Asimismo, la recta e es siempre la polar de su polo. 

70. Sean A , B y C tres planos que no pertenecen á un 
haz; a, b y c sus rectas de intersección BC, CA y AB-, E un 
plano de la radiación ABC, exterior á los haces a, b y c; por 
último, e una recta de la radiación ABC, exterior á los pla¬ 
nos A, B y C. Las rectas a, b y c dan con las AE, BE y CE, 
respectivamente, tres planos E x , E 2 y E 3 ; los planos A, B 
y C dan con los ae, be y ce, respectivamente, tres rectas de 
intersección e lf e 2 y e 3 . Los planos de los rayos a y E 2 E 3 , 
b y E 3 E X y c y E X E 2 , pasan, entonces, por una recta que se 
llama polar armónica (ó simplemente polar) del plano E 
respecto del triarista abe ó del triedro ABC, y las lec- 
tas de intersección de los planos A y e 2 e 3 , B y e 3 e x y C y e x e 2 
están en un plano que se llama polar armónico (ó simple¬ 
mente polar) del rayo e respecto del triedro ABC ó 
del triarista abe. La polar de E respecto de abe está en 
los cuartos planos armónicos de los BCE,, CAE 2 y ABE 3 ,la 
polar de e respecto de ABC contiene los cuartos rayos armóni¬ 
cos de los bce,, ace 2 y abe 3 . El plano E es polar de su recta 
polar; la recta e es polar de su plano polar. 
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71. Finalmente, sean A, B, C y D cuatro puntos que no 
estén en un plano; A', B', C' y D' los planos BCD, CDA, 
DAB y ABC, respectivamente; E un punto exterior á los pla¬ 
nos A', B', C' y D'; y E' un plano que no pertenezca á las ra¬ 
diaciones A, B, C y D. Los planos A', B', C y D' dan con las 
rectas AE, BE, CE y DE, respectivamente, cuatro puntos de 
intersección E { , E 2 , E 3 y E^ ; y los puntos A, B, C y D, deter¬ 
minan con las rectas A'E', B'E', C'E' y D'E', respectiva¬ 
mente, cuatro planos E\ , E' 2 , E\ y E\. Si E l2 es el punto de 
intersección del plano A BE con la recta CD, E l3 el de inter¬ 
sección del plano ACE con la recta BD ., etc., las rec¬ 

tas E n E 23 , E u E 3í y E 3i E í2 se cortan en E, luego la E n E x 4 
(del plano BCD) y la E 23 E n (del plano ACD) se encuentran 
en un punto E” 2 de la recta CD, las É {2 E H y E 23 E 3i en un 

punto -E" de la BD, ., etc.; los puntos E¡' 2 , E[' s y E " del 

plano A' están en la polar de E { respecto de BCD-, los pun¬ 
tos AJ", E' 2i y E” 2 del plano B' están en la polar de E 2 respec¬ 
to de CDA ., etc. De aquí se deduce, que los puntos E" 9 , 

E [', E’ú, E 2S , E 2í y E'ú están en un plano, que recibe el nom¬ 
bre de polar armónico (ó, simplemente, polar) del pun¬ 
to E respecto del tetraedro A'B'C'D' ó del cuadri¬ 
vértice AB CD. El plano polar de E respecto del tetraedro 
A'B'C'D' contiene las rectas polares de E,, E 2 , E 3 y E 4 respecto 
de los triángulos BCD, CDA, DAB y ABC, respectivamen¬ 
te. Del mismo modo, las rectas polares de E\, E\, E\ y E\ 
respecto de los triedros B'C'D', C'D'A', D' A'B' y A' B'C', 
respectivamente, pasan por un punto que se llama polo ar¬ 
mónico (ó, simplemente, p-olo) del plano E' respecto 
del cuadrivértice ABCD ó del tetraedro A'B'C'D'. El 
punto E y es polo de la recta E[' 2 E¡ 3, respecto del triángulo 
BCD, luego AE es polar del plano AE'^E'^ respecto del trie¬ 
dro B’ CD’-, del mismo modo, BE es polar del plano BE” 2 E” 3 
respecto del triedro C'D'A', etc.; esto es, el punto E es el polo 
de su plano polar. Asimismo, el plano E' es polar de su polo. 
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7Si. Nos toca hacer ahora el estudio circunstanciado de 
las relaciones entre teoremas gráficos que por primera vez 
pudieron apreciarse en el § 9 . Una de ellas fué establecida 
en el § IO y utilizada en el § iI; por su medio, las proposi¬ 
ciones sobre figuras radiadas pueden deducirse de las relati¬ 
vas á figuras planas, substituyendo los puntos por rectas y las 
rectas por planos. Los teoremas l.° y 2.° del § 9 , de una par¬ 
te, y los 3.° y 4.° de otra, ofrecen el primer ejemplo de una 
transformación de esta naturaleza. Pero hay aún otra corres¬ 
pondencia, esencialmente diferente de ésta, que, además, no 
se limita únicamente á aquellas figuras particulares. Basta 
comparar los teoremas l.°, 2.°, a) y b) del § 9 con los 4. , 3. , 
d) y c) del mismo artículo para reconocer cómo, mediante un 
cambio muy sencillo, se pasa del primer grupo al segundo, a 
saber: substituyendo, una por otra, las palabras «punto» y 
«plano». 

Esta observación se extiende á todo el contenido de la 
Geometría de la posición; se pueden substituir—según se hará 
ver — las palabras «punto» y «plano» entre sí en todos los 
teoremas gráficos, siempre que al mismo tiempo se hagan las 
ulteriores substituciones que la indicada lleva consigo. Efec¬ 
tuando estos cambios en un teorema gráfico, se obtiene otio 
diferente (en general), que también es cierto; pero, aplicándo¬ 
los á este segundo teorema, resulta nuevamente el primeio. 
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Se dice, por esto, que en la Geometría de la posición hay una 
correlación ó dualidad entre puntos y planos, y frente á 
cada concepto gráfico se coloca un concepto correlativo ó 
dual. Cada concepto es correlativo de su correlativo. «Pun¬ 
to» y «plano», «serie rectilínea» (puntos situados en una rec¬ 
ta) y «haz de planos» (planos que pasan por una recta), «pun¬ 
tos de un plano» y «planos de una radiación», «rectas de una 
radiación» y «rectas de un plano», «recta de unión de dos 
puntos» y «recta de intersección de dos planos», y «figura ra¬ 
diada» y «figura plana» son conceptos correlativos. La «rec¬ 
ta», la «incidencia», la «posición separada» de pares de ele¬ 
mentos y el «haz de rectas» (rectas que están en un plano y 
pasan por un punto) son conceptos correlativos de sí mismos, 
es decir, no varían cuando se hace la substitución indicada. 
A cada figura corresponde una correlativa. Si dos figuras son 
perspectivas, de lo dicho en el § i O se deduce que también 
lo son sus correlativos. Como consecuencia de esto, exami¬ 
nando las definiciones dadas en el § II, se ve que la serie de 
puntos armónica y el haz de planos armónico son figuras co¬ 
rrelativas, y que el haz de réctas armónico es una figura co¬ 
rrelativa de sí misma. Diremos, pues, simplemente que los 
conceptos de «perspectivo» y «armónico» son correlativos de 
sí mismos. 

. Si en una proposición gráfica se substituyen todos los con¬ 
ceptos geométricos por sus correlativos, se obtiene la pro¬ 
posición correlativa ó dual. Cada proposición es corre¬ 
lativa de su correlativa. Algunas son correlativas de si mis¬ 
mas; por ejemplo, la siguiente: «Si uno de dos haces de rec¬ 
tas perspectivos es armónico, también lo es el otro». 

El conocimiento de la dualidad en la Geometría de la po¬ 
sición es de la mayor conveniencia, porque justifica, una vez 
reconocida la exactitud de un teorema no correlativo de sí 
mismo, la enunciación de otro, el correlativo, sin necesidad 
de demostración alguna. Pues si se ha demostrado que el prin¬ 
cipio de dualidad es general, queda con ello reconocida la 
certeza del teorema correlativo. Pero, aunque un atento exa¬ 
men de los teoremas gráficos hasta aquí expuestos basta para 
confirmar aquel principio para éstos, no disponemos, sin 
embargo, por el momento de los medios apropiados para es¬ 
tablecer su generalidad, y debemos conformarnos por aho- 
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ra con fundamentar la correlación entre punto y plano dentro 
de ciertos límites. 

7 ». En el § 7 se demostraron por primera vez teoremas 
gráficos; los que les seguían en los §§ 8 y O eran, casi exclu¬ 
sivamente, de la misma naturaleza. A partir de allí, los des¬ 
arrollos han tenido un carácter completamente determinado; 
sólo se han deducido propiedades gráficas, no empleando para 
ello teoremas de otro carácter. Los §§ *<> y fl t contienen, pues, 
Geometría gráfica construida con los medios gráficos puros 
que previamente se habían reunido en los §§ 7 , H y O. Estos 
medios no son independientes entre sí, pero esto es indiferente 
para nuestros fines (*); en lo único que debemos fijarnos es en 
que no es preciso ningún otro teorema para formar la Geome¬ 
tría de la posición, en lo que de ella hemos visto hasta ahora. 

De lo dicho ai comienzo del § 9 se infiere que todos los 
teoremas á que actualmente podemos llegar pueden deducir¬ 
se de los contenidos en los §§ 7 , 8 y 9 , relativos á propieda 
des gráficas, en unión de los 6.°, 7.°, 8.°, 9.° y 12. del § 
y de los 3.° y 6.° del § 8. Cuando ni en el enunciado, ni en la 
demostración de un teorema se mencionan elementos propios, 
la demostración se hace con el auxilio de aquellos teoremas 
gráficos simplemente; los demás sólo pueden ser utilizados si 
•en ellos no intervienen otros elementos que propios. Distin¬ 
guiremos estos dos grupos de teoremas con los nombres de 
«primero» y «segundo». Si en los del segundo grupo, en que 
se habla de puntos propios de una recta, siempre que se diga 
de uno de éstos que está ó no entre otros dos, se añade la ex¬ 
presión «por exclusión del plano N» y se substituyen en todo 
lugar los elementos propios por elementos cualesquiera, se 
obtienen teoremas gráficos exactos en todas sus partes, que 
pueden ser incluidos en el primer grupo. 

Si se trata de un teorema gráfico, los elementos propios 
no aparecen en su enunciado. Los teoremas del segundo grupo 
sólo pueden intervenir en la demostración, por consiguiente, 


(1) Actualmente se concede gran importancia á la cuestión de inde 
pendencia de los axiomas, cuyo número so procura reducir al mínimo po¬ 
sible. Bajo este aspecto pueden considerarse como definitivos los resulta¬ 
dos obtenidos por Hilbert en su ya citada notabilísima obra Grundlagen 
der Gcometrie.—(N. T.) 
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cuando se toman elementos propios como auxiliares en la mis¬ 
ma. Cuando esto sucede, siempre que en la demostración se 
hable de tres puntos propios en línea recta y se diga de uno de 
ellos que está ó no entre los otros dos, se añade la expresión 
«por exclusión del plano N» y se substituyen en seguida los 
elementos propios por elementos cualesquiera, con lo cual el 
teorema pasa del lugar que ocupaba en el segundo grupo al 
correspondiente en el primero. La demostración así modifi¬ 
cada tiene completa validez, pero es independiente en abso¬ 
luto de los teoremas del segundo grupo, de donde se sigue que 
todos los teoremas que pueden deducirse de ambos'grupos son 
ya demostrables con la ayuda del primero. 

La G-eometría de la posición debe, pues, limi¬ 
tarse á obtener consecuencias de los teoremas grá¬ 
ficos de los §§ y, 8 y 9, hasta que la asociación de 
nuevos axiomas permita la ampliación de su campo. 

74. Después de lo dicho, no presenta ninguna dificultad 
el establecer la correlación entre punto y plano en la Geome¬ 
tría de la posición, en cuanto de los axiomas hasta aquí ex¬ 
puestos pueda deducirse. La ley de correlación queda reco¬ 
nocida, desde luego, como cierta para los teoremas gráficos 
de los §§ 4, 8 y 9, puesto que en el mismo grupo están con¬ 
tenidos cada uno de estos teoremas y su correlativo. Cual¬ 
quier otro teorema que pueda considerarse, es una consecuen¬ 
cia de éstos. En su enunciado y en su demostración se apli¬ 
can sólo conceptos gráficos, y aun entre ellos, es posible 
limitarse á los primarios; los demás se deducen de éstos y 
pueden ser obtenidos con el auxilio de las definiciones respec¬ 
tivas. Aquel teorema es, pues, el resultado de una considera¬ 
ción en la que sólo intervienen los conceptos gráficos prima¬ 
rios y sólo se hace referencia á los teoremas gráficos antes 
designados. Si en esta consideración se substituyen constan¬ 
temente las palabras « punto» por «plano » y «plano» por 
«punto», y los teoremas utilizados por sus correlativos, su 
exactitud no queda disminuida, pero en su resultado se han 
permutado entre sí las palabras «punto» y «plano», es decir, 
se ha demostrado el teorema correlativo. 

La ley de correlación entre punto y plano es, se¬ 
gún esto, cierta, al menos en los límites indicados, 
pero debe ser nuevamente estudiada más adelante. 
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75. Volvamos otra vez á los teoremas gráficos del § 9. 
Quedan aún por investigar las relaciones entre los teoremas 
1 ° y 3. 0 y 2.° y 4.° Los primeros tratan de figuras planas; los 
segundos de figuras radiadas. La consideración que sigue 
hará ver la ley de transformación en virtud de la cual se pasa 
de una figura plana á otra también plana, y de una radiada á 
otra asimismo radiada, y que, en general, no tiene aplicación 
á otras figuras. 

Los teoremas l.° y 3.° del § 9 se transforman uno en 
otro, cuando se permutan entre sí los elementos «punto» y 
«recta». Ahora bien; examinando con cuidado los teoremas 
gráficos hasta aquí sentados, que se refieren á figuras planas, 
se observa constantemente la licitud de aquella permutación, 
y como esto, según se demostrará, depende de una ley gene¬ 
ral, se dice que en la planimetría gráfica hay una correlación 
ó dualidad entre puntos y rectas, y frente á cada concepto 
gráfico de la planimetría se coloca uno correlativo ó dual. En 
esta correlación relativa á las figuras planas, son coi rela¬ 
tivos «punto» y «recta», «serie rectilínea» y «haz de rectas», 
«recta de unión de dos puntos» y «punto de intersección de 
dos rectas»; la «incidencia» y «el estar separados» son corre¬ 
lativos de sí mismos. Si dos figuras de su plano son perspec¬ 
tivas, con arreglo-á las definiciones dadas en el § lO tam¬ 
bién sus figuras correlativas lo son. De aquí se sigue, además, 
que los conceptos «perspectivo» y «armónico» son también 
correlativos de sí mismos en el plano. 

Si en un teorema gráfico que trate de una figura plana, se 
substituyen todos los conceptos por los correlativos, se obtiene 
el teorema correlativo ó dual de Planimetría, cuyo con dati¬ 
vo es nuevamente el primero; y si uno de dos teoremas de esta 
naturaleza ha sido demostrado, puede enunciarse el otro sin 
demostrarlo particularmente. En esto consiste el principio 
de dualidad para las figuras planas, de cuya validez 
vamos á convencernos ahora. 

Sé llega en seguida á ello observando que el paso del teo¬ 
rema l.° al 3.°, del § 9 , puede realizarse por medio del teo¬ 
rema 2.° Se pasa del i:° al 2.° por la aplicación de una denlas 
dos leyes de transformación ya establecidas (•), y del 2. al (*) 


(*) La que se expone en el núin. 56.— (N. T.) 
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3.° por la aplicación de la otra (*), según lo cual, se llegará 
del l.° al 3.° directamente por medio de la unión de ambas. 
Apliquemos esto á un teorema gráfico cualquiera de Planime¬ 
tría. En él sólo se puede hablar de puntos y rectas que están 
en un plano, de la incidencia de los elementos y de la posi¬ 
ción separada de los pares. La proposición subsiste cuando se 
substituyen en ella los puntos por rectas, las rectas por planos 
y el plano por un punto, pero se refiere entonces á una figura 
radiada. En virtud de la correlación entre punto y plano, al 
teorema así obtenido corresponde nuevamente uno de Plani¬ 
metría; para obtenerlo, basta hacer la substitución de planos 
por puntos, del punto por un plano y conservar invariable 
todo lo demás. Las dos transformaciones sucesivamente apli¬ 
cadas dan, pues, como resultado, que los puntos se cambian 
por rectas y las rectas por puntos, esto es, conducen ai teore¬ 
ma dual de Planimetría. 

JC. En las figuras radiadas existe una ley seme¬ 
jante, mediante la cual los teoremas 2.° y 4.° del § 9 se co¬ 
rresponden. En cada proposición gráfica que se refiera á una 
figura radiada, se pueden permutar entre sí los elementos «rec¬ 
ta» y «planp», según lo cual, existe en ellas una correlación 
entre las rectas y los planos. Son correlativos de sí mismos los 
conceptos de «incidencia», «posición separada», «perspectivi- 
dad» y «armonicidad», y son correlativos unos de otros, «rec¬ 
ta» y «plano», «haz de rectas» y «haz de planos», «plano de 
dos rectas» y «recta de intersección de dos planos». Si de dos 
proposiciones correlativas sobre figuras radiadas una es exac¬ 
ta, también lo es la otra. Para convencerse de ello, basta.apli¬ 
car la dualidad entre punto y plano á la consideración prece¬ 
dente (**). 

Al establecer la dualidad entre puntas y rectas de un pla¬ 
no, y entre rectas y planos que pasan por un punto, hemos 
hecho liso de la dualidad entre puntos y planos, y como ésta 
no ha podido ser demostrada sino con ciertas limitaciones, con 


(*) La contenida en el núm. 74.— (N. T.) 

(**) La aplicación de la ley do dualidad general á dos proposiciones co¬ 
rrelativas en Planimetría, da por resultado dos proposiciones correlativas 
en la radiación-, si, pues, son ciertos el principio general de correlación y 
el particular de la Planimetría, también lo es el de las figuras radia¬ 
das.-^. T.) 
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las que á éstas corresponden quedarán, por ahora, aquéllas. 
Más adelante, en los §§ 16 y 18, volveremos de nuevo á tra¬ 
tar de la ley general de correlación, con el fin de hacer des¬ 
aparecer las citadas limitaciones, y cuando esto logremos, las 
restricciones con que se han establecido las dos leyes parti¬ 
culares de la correlación desaparecerán por sí mismas. 

77 . Hemos dicho antes que cuanto de G-eometría gráfica 
podemos conocer actualmente, existe como consecuencia de 
los teoremas gráficos de los §§ 8 y 9; en éstos pueden substi¬ 

tuirse constantemente las palabras punto y plano y, por tanto, 
las consecuencias son también legítimas, sin restricción algu¬ 
na, cuando en ellas se haga la indicada substitución. Poi otia 
parte, si la Geometría ha de ser realmente deductiva, el pio- 
ceso de la deducción debe ser, en efecto, independiente del 
carácter del concepto geométrico, como debe serlo de las figu¬ 
ras; solamente pueden tenerse en cuenta las relaciones. entre 
los conceptos geométricos establecidas á modo de definiciones 
en los teoremas utilizados. En el curso de la deducción es lí¬ 
cito y útil, pero en modo alguno necesario, pensar en la signi¬ 
ficación de los conceptos geométricos que se presentan; de tal 
modo, que precisamente cuando esto se hace necesario, de 
ello resulta lo defectuoso de la deducción y (si los defectos no 
desaparecen por modificación del razonamiento) la insuficien¬ 
cia de los teoremas que, como medio de demostración, se ha¬ 
bían antepuesto. Pero, si con todo rigor se ha deducido un 
teorema de un grupo de proposiciones—á las que llamaremos 
teoremas ó principios fundamentales—la deducción tie¬ 
ne el valor del objeto mismo de que se parte. Pues si de los 
teoremas fundamentales resultan de nuevo otros exactos 
cuando los conceptos geométricos que en aquéllos se relacio¬ 
nan se substituyen por otros determinados, también es lícita 
la substitución correspondiente en el teorema; se obtiene así, 
sin repetir la deducción, un teorema (en general, nuevo) con¬ 
secuencia de los teoremas fundamentales transformados. De 
esto se ha hecho ya repetida aplicación en el primer artículo, 
después en el tercero y en el cuarto, y, por último, en el pie- 
sente, no sólo para establecer la correlación entre punto y 
plano, sino al demostrar que todos los teoremas gráficos á que 
ahora podemos llegar, pueden deducirse de los contenidos de 
los §§1,8 y 9. 
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Las observaciones hechas en los artículos l.° y 6.° so¬ 
bre el procedimiento de demostración, quedan con éste com¬ 
pletadas (*). Se ve que esta discusión no es supérflua, obser¬ 
vando que, frecuentemente, quedan incumplidas las condicio¬ 
nes de antemano impuestas, hasta en trabajos que se refieren 
á los fundamentos de la Geometría ó de otras disciplinas ma¬ 
temáticas. Según la manera general de ver, los teoremas de¬ 
ben ser consecuencias lógicas de los axiomas. Pero no siempre 
se hace concienzudo uso de todos los medios de demostración. 
En el § O se ha dicho que esto procede, en parte, de la apli¬ 
cación de las figuras; pero aun cuando no pueda hacerse nin¬ 
guna imagen material, ni aun siquiera una representación 
interna de ella, Simplemente el uso de muchas palabras con 
las que son designados los conceptos geométricos más senci¬ 
llos, ejerce ya cierta influencia en uno mismo. Uná parte de 
las expresiones con cuyo manejo estamos familiarizados en la 
vida ordinaria por un uso prematuro de ellas, las encontramos 
nuevamente en la Ciencia; y, como en la vida ordinaria, al 
usar aquellas expresiones, enlazamos siempre, al mismo tiem¬ 
po, con nuestros pensamientos relaciones entre los conceptos 
geométricos, sin que de ello nos demos cuenta exacta, no se 
logra fácilmente alejar por completo, aun en la Ciencia rigoro¬ 
sa, tales involuntarias mezclas. Precisamente éstas deben ser 
puestas de manifiesto, para que la base sobre la cual se edifica 
la Geometría pueda ser examinada en su verdadera extensión. 

En la investigación de nuevas verdades conviene servir¬ 
se, sin duda alguna, de todos los medios que puedan conducir 
al fin, pero no ocurre lo mismo en el examen y exposición de 
los resultados obtenidos, los cuales, en la Matemática, única¬ 
mente son satisfactorios .cuando los nuevos hechos aparecen 
como una consecuencia dé los ya conocidos. Esta condición 


(*) Véase también la exposición hecha en mi discurso académico «So¬ 
bre el valor de formación de la Matemática», 1894, así como también en 
la obra Grundlagen der Analysis, 1909, al comienzo del § 2. (En este li¬ 
bro, en las páginas 182 y siguientes, está contenido un extracto de aquel 
discurso). 

Otro punto de vista esencialmente distinto sobro la significación de los 
axiomas en Geometría, y el papel que en ella desempeñan las figuras, es 
el de Klein, Mathematische Annalen, 1890, tomo XXXV1Í, pág. 571.— 
(N. A.) 
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tiene su origen en la naturaleza misma de esta Ciencia, en la 
que se ofrece, más frecuente que en ninguna otra, la posibili¬ 
dad de hallar sin una particular experimentación, simplemente 
por deducción, resultados nuevos y exactos; y queda satisfe¬ 
cha con tanta más seguridad, cuanto más se aleja la investi¬ 
gación de los conceptos fundamentales; por consiguiente, 
cuanto más exclusivamente se ocupa de conceptos compues¬ 
tos que, á causa de su vulgar significación, no permiten que 
entre ellos se establezca relación alguna que pudiera deslizar¬ 
se inadvertidamente en el curso de la deducción. No se crea, 
sin embargo, que el hecho de que la Matemática haya de ii 
unida á un método rigurosamente deductivo, capaz de hacerla 
exacta, constituya una traba inútil. El valor de tal método es¬ 
triba en que excluye toda arbitrariedad en el procedimiento 
de demostración que le corresponde, mientras que en cual¬ 
quiera otro desaparece la incontestabilidad de la demostia- 
ción por no poder ejercerse la crítica en límites bien defini¬ 
dos. La incontestabilidad de las demostraciones en las que los 
teoremas se reducen á los axiomas, unida á la evidencia de 
éstos, que debe poder verificarse por las más simples expe¬ 
riencias, infunde á la Matemática el carácter de absoluta cei 
teza que de ordinario se le atribuye. Claro es que paia con¬ 
seguir darle este carácter en toda su extensión, habrá nece¬ 
sidad á veces de alguna prolijidad; pero, por otra parte, pre¬ 
cisamente como consecuencia del rigor de la exposición, 
resultarán posteriores simplificaciones. Poco ha, al comienzo 
de este número, se ha mostrado reiteradamente la convenien¬ 
cia de tal carácter de la demostración; y se advierte en segui¬ 
da—y sobre esto quisiera yo hacer fijar aquí muy particulai- 
mente la atención—, la inutilidad de ciertos elementos que 
suelen acompañar á una exposición de la naturaleza indica¬ 
da (*). La Ciencia toma una parte de sus materiales, directa¬ 
mente del lenguaje de la vida ordinaria; de este oiigen pío- 
ceden modos de expresión ó ideas con los cuales no debieian 
formularse proposiciones científicas y que, introducidos tam¬ 
bién en la Matemática, han sido causa de que aparezcan con¬ 
fusas algunas de sus partes y se hayan suscitado numerosas 


(*) Como ejemplo de palabras supérfluas, pueden citarse «espacio» y 
«dimensión^, ninguna de las cuales se presenta en esta obra. (N. A .j 
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discusiones, especialmente sobre asuntos geométricos. Solo 
una exposición absolutamente rigurosa permitirá ver con cla¬ 
ridad el papel que desempeñan en el sistema los diversos con¬ 
ceptos y relaciones, y hasta qué punto son necesarios ó inúti¬ 
les para el conjunto. Cuando, con tal motivo, se hayan reuni¬ 
do todos los elementos precisos y eliminado los supérfluos, 
se tendrá base cierta para aquellas discusiones, si no es que, 
con la selección hecha, han resultado ya sin objeto. 

Adición al § 12. 

Véase: Grundlagen der Analysis, 1909, páginas 1 y 7. 

Ateniéndose á Las condiciones establecidas al hablar del 
método de demostración, se deberá renunciar á hacer uso de 
ciertos conceptos, si se pretende definirlos todos explícita¬ 
mente, es decir, al modo que se define, por ejemplo, el rec¬ 
tángulo como un paralelogramo cuyos ángulos son rectos. 
Hay conceptos que sólo pueden ser definidos implícitamen¬ 
te, esto es, enunciando las expresiones en que pueden presen¬ 
tarse, y el significado en que tales expresiones deben ser en¬ 
tendidas. 

En esta obra se han dado definiciones implícitas de los si¬ 
guientes conceptos: línea recta (6) y plano (16), en su acep¬ 
ción propia; al mismo lado y á distintos lados (7, 18 y 21); 
semirecta (18), y punto (30), recta (35) y plano (40) en la 
acepción generalizada; pudiendo aún agregarse la observa¬ 
ción hecha sobre el ángulo (83). En cuanto ála aplicación de 
las definiciones implícitas en Análisis, véase: Mathematische 
Annalen 1892, tomo XL, pág. 149; Grundlagen der Analy¬ 
sis, 1909. Las definiciones implícitas se refieren á conceptos 
de los cuales podría prescindirse, pero que han tomado, sin 
embargo, carta de naturaleza, porque no sólo facilitan el len¬ 
guaje, sino también la marcha progresiva. 

Finalmente, debe observarse que las definiciones implíci¬ 
tas no conducen á consecuencias falsas ó vacías de sentido, lo 
cual resulta del espíritu mismo de las demostraciones mate¬ 
máticas. (Grundlagen der Analysis, Apéndice al § 2.) 
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78. En todas las consideraciones geométricas relativas á 
una figura, se supone que los elementos que la constituyen 
pertenecen á un cuerpo sólido, ó que, al menos, están invaria¬ 
blemente unidos entre sí. En los desarrollos precedentes se 
ha llegado á admitir que todos los elementos que intervienen 
en una cuestión forman una figura, en el sentido ahora indica¬ 
do, y, por consiguiente, que cuando se relacionan dos figuras, 
como ocurría, por ejemplo, al definir la perspectividad, de¬ 
ben ambas estar invariablemente unidas entre sí. 

Para introducir el concepto de congruencia, vamos á limi¬ 
tarnos, por ahora, á figuras compuestas únicamente de pun¬ 
tos propios. Supondremos que cada figura pertenece á un 
cuerpo sólido, pero sin pretender que todas las que simultánea¬ 
mente se consideren estén en el mismo. Si ABCD es una figu¬ 
ra dada, los grupos de puntos AB, AC, ABC. etc., pueden 
ser á su vez llamados figuras; pero cuando se den dos figuias 
EF y G H no conviene necesariamente el nombre de figura al 
grupo EFGH, porque pueden aquéllas ser movibles una res¬ 
pecto de otra. 

Para comenzar por el caso más sencillo, supongamos que 
los puntos de cada uno de los grupos AB y A'B' están inva¬ 
riablemente unidos. Las figuras AB y A B pueden ser, una 
respecto de otra, movibles ó no. Admitamos primero que lo 
sean. En tal caso, se pueden mover (una vez apartados los 
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elementos de los sólidos que lo impidan), hasta que los puntos 
A y A' ó los B y B' coincidan. Si se llegan á realizar al mis¬ 
mo tiempo ambas coincidencias, se dice que las figuras AB y 
ÁB' se han superpuesto; y si nuevamente se la mueve de 
un modo cualquiera, se dice que son superponibles. 

Si, como siempre, consideramos dada la figura AB, se 
pueden construir figuras que sean superponibles á la AB. 
Para ello se hace uso de un sólido al que puedan pertenecer 
simultáneamente los puntos A y B, y sobre él se toman dos 
puntos A t y B u tales que las figuras AB y A y B x puedan su¬ 
perponerse. Se aplica, por ejemplo, una regla ó escala á los 
puntos A y B, y sobre ella se señalan las posiciones en que 
toca á estos puntos, ó se apoyan las puntas de un compás en 
ellos, y aquellas señales ó estos puntos pueden ser designados 
por A l yB i . Es indiferente cuál proviene del punto A y cuál 
del B; en general, si la figura A l B l puede superponer¬ 
se á la AB, también es superponible á la BA. 

Volvamos ahora á las figuras AB y A'B', que, como antes 
habíamos supuesto, son movibles una respecto de otra. Desig¬ 
nemos por A l B t una figura móvil respecto de las AB y A'B', 
que pueda superponerse á la AB, y veamos si también los 
Á B' y AíBy son superponibles. Se ve que este ensayo equi¬ 
vale por completo al anterior, en el cual AB y A X B X eran in¬ 
mediatamente adaptables, esto es, si (prescindiendo de AB y 
A X B X ) A'B' y A V B X son superponibles, también lo son AB 
y A'B', y recíprocamente. Si de las tres figuras AB, A'B' y 
A X B X una es superponible á las otras dos, también éstas lo son 
entre sí. 

79. Prescindamos ahora de que las figuras AB y A'B' 
sean ó no movibles una respecto de otra. En todo caso, se pue¬ 
de construir una figura móvil respecto de las dos y que pueda 
superponerse á una de ellas. Cuando es posible superponerla 
misma figura, tanto á la AB como á la A'B', estas dos AB y 
A'B' se llaman congruentes. 

Cuando las figuras AB y A'B' son movibles una respecto de 
otra, se reconoce que son congruentes si pueden superponer¬ 
se y, en tal caso, no es necesario acudir á una tercera figura. 
Cuando las figuras AB y A'B' eátán invariablemente unidas 
entre sí, por ejemplo, si están trazadas en la misma hoja, no 
es ciertamente imposible deshacer tal unión; pero siempre 
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conviene, y á veces es hasta necesario, poseer otro medio de 
comparación. Estamos acostumbrados, en efecto, á comparar 
tales figuras por el intermedio de otra auxiliar que, de ordi¬ 
nario, viene representada por dos puntos de una regla ó por 
las puntas de un compás, intervención que es necesaria cuan¬ 
do las dos figuras AB y A'B' tienen uno ó los dos puntos co¬ 
munes. No debe quedar excluido el caso de coincidir A con A 
ó con B\ dentro de una figura ABB’ pueden ser congruentes 
las partes AB y AB'. También se han comparado antes las 
figuras BA y AB , y hemos visto que una misma figura puede 
superponerse á ambas. Las figuras AB y BA deben, pues, 
llamarse congruentes, pero no pueden ser comparadas 
directamente. 

Aunque limitándonos por el pronto al caso más sencillo, 
hemos definido la significación de la palabra «congruente», 
valiéndonos de un nuevo concepto: el de dos figuras superponi- 
bles. Al mismo tiempo, hemos citado varias propiedades muy 
simples relativas al nuevo concepto, las cuales se han tomado 
directamente de la experiencia. Estas propiedades y otras va¬ 
rias de igual carácter, son formuladas ahora como axiomas, 
para después continuar nuevamente el desarrollo deductivo. 

Axioma T. Las figuras AB y B A son congruentes. 

80. Sean ahora tres figuras AB, A!B' y A 'B ', movibles 
unas respecto de las otras; según hemos dicho antes, las A B 
y A" B" son superponibles si la AB puede superponerse á am¬ 
bas. Pero prescindamos otra vez de que las figuras estén uni¬ 
das ó no, y supongamos que, tanto AB y A B , como AB y 
A" B", sean congruentes. Se puede, pues, hacer uso de una 
figura A í B l , superponible á las AB y A'B', y de otra, A X B t , 
superponible á las AB y A"B"; siendo movibles, la figura 
A l B í respecto de las AB y A'B', y la A X B x respecto de las 
AB y A" B". Las figuras A l B í y A\B\ son congruentes; 
como podrían estar invariablemente unidas, tomemos una 
figura A 0 B 0 , movible respecto de todas las anteriores, que sea 
superponible á la AB. En tal caso, son superponibles A 0 B 0 y 
AB, A l B l y AB y A\B\ y AB, luego también A 0 B 0 y A'B' 
y A 0 B 0 y A' t B'i, además, lo son A'B' y A x B y y A"B" y A\B u 
luego también A 0 B 0 y A'B' y A Q B 0 y A"B", es decir, A B y 
A"B" son congruentes. Resulta, pues, que si dos figuras A B 
y A"B" son congruentes con una figura AB, ellas lo son en- 

10 





146 


§ 13 . —DE LAS FIGURAS CONGRUENTES 


tre sí. Esta propiedad constituirá un caso particular del sép¬ 
timo axioma. 

Si AB es una figura dada, se puede construir una A'B', 
congruente con ella, en la cual uno de sus puntos sea arbitra¬ 
riamente elegido. Para ello, puede construirse una figura 
A l B í , movible respecto de la AB y del punto A ', que sea su- 
perponible á la AB, y por medio de A t -B t (así, pues, con el 
compás, por ejemplo), se halla en seguida B ' y, caso necesa¬ 
rio, se le une invariablemente á A'. Esta propiedad está con¬ 
tenida, como el caso más sencillo, en el octavo axioma. Debe 
añadirse aquí, sin embargo, que en cuanto al punto B ', aún 
puede imponérsele una condición determinada. El punto A' 
podrá ser tomado á capricho; hagámoslo coincidir con A, y 
desde este punto tracemos un segmento rectilíneo hasta un 
punto C, con lo cual resulta la figura ABC-, se puede pedir 
que el punto B' esté en este segmento ó en su prolongación 
por el lado de C; siempre habrá uno, y solo uno, que cumpla 
tales condiciones. 

Axioma II. Dada la figura ABC, se le puede agregar 
siempre un punto propio B', y solo uno, tal que AB y AB' sean 
figuras congruentes y B' esté en el segmento AC ó C esté en el 
segmento AB'. 

Si, pues, se designa por r la recta A C y se toma en ella el 
punto propio C', fuera de la semirecta A C, existen en la recta 
r dos puntos propios, B' y B", (y solo dos), uno situado en la 



semirecta A C y otro en la A C , tales que AB, AB' y AB" son 
figuras congruentes. Los puntos B' y B" pueden determinarse 
por medio del compás. 

81. Consideremos ahora dos figuras A i? (7 y A'B' C', com¬ 
puestas de tres puntos cada una, las cuales podrán estar in¬ 
variablemente unidas ó no. Para examinar á la vez los dos 
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casos, partimos de que siempre puede construirse una figura 
A í B l C x , movible respecto de aquéllas, y que puede superpo¬ 
nerse á una, á la ABC, por ejemplo, en cuya operación los 
puntos A y A t , B y B t y C y G\ se confundirían. Tal figura 
puede tomarse como perteneciente á todo sólido capaz de to¬ 
car al mismo tiempo á los puntos A, B y C. Cuando sea posi¬ 
ble superponer una misma figura A l B x C l , tanto á la Ai?(7, 
como á la A'B'C', las figuras ABC y A'B'C' se llaman con¬ 
gruentes. Pero es de advertir que no es ya indiferente, como 
antes ocurría, el orden de sucesión en que están escritos los 
puntos. Si la figura A X B ] C Í es superponible á la ABC, no lo 
es, en general, á la BAC. Si ABC.y A'B'C' son figuras con¬ 
gruentes, lo son con seguridad las BAC y B'A' C', pero, en ge¬ 
neral, no lo serán las BAC y A'B'C'. Los puntos correspon¬ 
dientes A y A', B y B' y C y C', se llaman puntos homólo¬ 
gos de las figuras congruentes. 

Al dar la figura A BC, ,se da la AB como una parte super¬ 
ponible á la figura A X B X . Ahora, si A X B X C X puede superpo¬ 
nerse á ABC y A'B'C', también serán superponibles A X B X 
y A'B', luego las figuras AB y A'B' son congruentes. Llama¬ 
remos partes homologas de las figuras congruentes ABC 
y A'B'C' á las figuras AB y A'B', AC y A'C' y BC y B'C'. 
La congruencia de tales partes homologas es un caso particu¬ 
lar del sexto axioma. 

La figura ABC puede componerse de tres puntos de una 
recta. Supongamos que C está en la recta AB, entre A y B, 
que las figuras AB y A'B' pueden superponerse á la A l B í y, 
por último, que A y B, A' y B' y A l y B x están unidos por 
medio de segmentos rectilíneos. Si superponemos las figuras 
AB y A X B X , vemos que los puntos del 

A . __ í segmento AB se confunden con los del 

_ A í B l , y se dice, por esto, que se han su- 

A ' c ' B ' perpuesto los segmentos AB y A, B x ; ob¬ 

teniéndose, á la vez un punto C\, del segmento A X B X , que se 
confunde con el punto C. Del mismo modo, resulta que los 
segmentos A l B ] y A'B' son superponibles, por cuya razón 
se dice que los AB y A'B' son congruentes. Superponiendo 
ahora los segmentos A X B X y A'B' se halla un punto determi¬ 
nado C' del segmento Á B', sobre el cual viene á colocarse el 
punto C x , y las figuras ABC y A'B'C' resultan congruentes. 
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Axioma III. Si el punto C está dentro del segmento recti¬ 
líneo AB y las figuras ABC y A'B'C' son congruentes, el pun¬ 
to C' está dentro del segmento rectilíneo A'B'. 

82. Los segmentos congruentes son utilizados al tratar de 
medir un segmento AB con otro TJV. Según lo dicho al esta¬ 
blecer el axioma II, se puede tomar en la semirecta AB el 
punto C u tal que AG l y UV sean figuras congruentes (se trata 
aquí sólo del caso en que C\ cae entre A y B). El axioma II 
permite prolongar AC l hasta C 2 , y esto de un solo modo, de 
manera que los segmentos G X A y G t G 2 sean congruentes, con 
lo cual también lo serán los AC^ y G y G^. Igualmente, se puede 


A C l C-i C 3 C i 


prolongar el segmento (7 r (7 2 , uno C%G S , congruente con él; des¬ 
pués éste, el 6^3 (7 4 , también congruente con los anteriores, y 
así sucesivamente. Al medir se aspira, sin embargo, á poner 
un término á estas operaciones, y no sólo se aspira, sino que 
se llega. La serie de puntos G u C 2 y C s . se continúa úni¬ 

camente hasta Cn, si B se confunde con G n ó está compren¬ 
dido entre C n y C n + i, y á tal punto G n se puede llegar siem¬ 
pre mediante un número finito de construcciones. 


Axioma IV. Si el punto está dentro del segmento recti¬ 
líneo AB y se prolonga el segmento AC t en el C,C. 2 , congruente 
con él, después el C t C 2 en el C 2 C 3 , también congruente con él, y 
así sucesivamente, se llega siempre á un segmento C u C n + i, que 
contiene el punto B (*). 

83. Consideremos nuevamente la figura ABC, compuesta 
de tres puntos de una recta, y su¬ 
pongamos que los segmentos A G y 
BG son congruentes, con lo cual 
dicho está que G está entre A y B. 
Si se construye una figura A í B i G l 
Flg 40, superponible á la A B G y se super¬ 

ponen los segmentos BA y A X B { , el punto 6 Y , viene á un punto 



(*) Este es el llamado postulado de Arquimedes en su forma mé¬ 
trica. Su independencia respecto de los demás ha sido demostrada por 
Hilbert (véase su ya citada obra Grundlagen der Geometrie, 3. a ed., 1909, 
página 31). Esta independencia hace posible el construir un sistema geo¬ 
métrico, perfectamente lógico, en el cual se prescinde del postulado de 
Arquimedes, que se llama Geometría no Arquimediana . — (N. T.) 
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determinado del segmento BA, que no puede ser diferente 
de <7; las figuras ABC y BAC son, según esto, congruentes, 
observación aplicable aunque A, B y C no pertenezcan á una 
recta. 

Axioma V. Si los segmentos AB y BC de la figura ABC 
son congruentes, las figuras ABC y BAC son congruentes. ■ 
Esta propiedad puede ser enunciada en otra forma. Si CA 
y C X A X son segmentos cualesquiera, pero que no estén inva¬ 
riablemente unidos entre sí, podremos moverlos hasta que los 
puntos CyC, se confundan y, al mismo tiempo, el A esté en 
el segmento (7, A lt ó el A, en el 
segmento CA. Cada punto de la 
semirecta CA se confunde enton¬ 
ces con uno de la semirecta (7, A XJ 
y recíprocamente, por lo cual di¬ 
remos que las semirectas CA y 
( 7 , A x han sido superpuestas. Si 
los segmentos CA y CB de la 
figura ABC pertenecen á rectas diferentes, y lo mismo ocu¬ 
rre con los segmentos (7, A x y C X B X contenidos en la figura 
A X B X ( 7 , y, además, las dos figuras no están invariablemente 
unidas, se las podrá mover hasta que se supeipongan las 
semirectas CA y C X A U ó las CB y C x B r Cuando ambas co¬ 
sas se realizan al mismo tiempo, se dice que se han super¬ 
puesto los ángulos ACB y A x C\B X •(*); pero, de que los ángu¬ 
los A CB y A X C X B X puedan superponerse, no se deduce que lo 
mismo ocurra á las figuras ACB y A X C X B X ‘, para que suceda 
esto, es necesario y suficiente que los segmentos CA y C x B x y 
los CB y C X B X sean congruentes. 

84. Sean, ahora, ABC y A'B'C’ dos figuras dadas, en las 
cuales los segmentos CA y CB , así como los C A y C B , pei- 
tenecen á rectas diferentes. Se puede siempre construir una 
figura A X B X C x , movible respecto de las ABC y A'B'C', tal que 
los ángulos ACB y A { C X B X sean superponibles (por medio del 
transportador), siendo para esto indiferente el orden en que 
estén colocadas las semirectas, es decir, que los ángulos BC A 
y A X C X B X son superponibles. Cuando se puede superponer un 



(*) No se intenta con esto dar una definición de ángulo. 
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mismo ángulo A X C X B X á los ACB y A'C'B', se llaman éstos 
congruentes. 

Sean ACB y A'C'B' dos ángulos congruentes, para lo 
cual no es preciso que las figuras ACB y A'C'B' sean con¬ 
gruentes. Podemos elegir, sin embargo, la figura A¡ C¡B X , de 
manera que las figuras ACB y A X C X B x sean superponibles; para 
que también lo sean las A'C'B' y A x C l B l es, además, necesa¬ 
ria y suficiente la congruencia de los segmentos C'A' y C l A i 
y C'B' y C X B X . Por consiguiente, siempre que CA y C'A', CB 
y C'B' sean segmentos congruentes, las figuras A CB y A'C'B ' 
(ó las ABC y A'B'C') son congruentes. 

Según esto, los ángulos ACB y BCA son siempre con¬ 
gruentes. Si, además, se toman, en particular, segmentos con¬ 
gruentes CA y CB, también son congruentes las figuras AB C 
y BAC; resultado conforme con el axioma V. 

85. Estamos ahora, ya, en condiciones de considerar 
figuras constituidas por cualquier número de puntos. Sean 

ABCD . y A'B'C'D' . figuras compuestas del mismo 

número de puntos. Se puede construir, siempre, una figura 
A X B X C X D X ./movible respecto de aquéllas, que pueda su¬ 
perponerse á una de ellas, á la ABCD ., por ejemplo, en 

cuya operación los puntos A y A x , B y B x ., se confundi¬ 
rán. Cuando la figura A { B X C X D X .es superponible á las dos 

dadas, se llaman éstas congruentes. La congruencia no de¬ 
pende, sin embargo, de la figura A X B X C X D X .; si se ha re¬ 
conocido que las figuras ABCD .y ÁM'C'D' .son con¬ 

gruentes, y puede llevarse una de ellas sobre la figura 

A 0 B 0 C 0 D 0 ., movible respecto de las dos, también se podrá 

llevar la otra sobre la A 0 B 0 C 0 D 0 . Por esto, puede expre¬ 

sarse el carácter de las figuras congruentes diciendo que ca¬ 
da una puede ocupar la posición de las otras. 

Para reconocer la congruencia de las figuras ABCD . 

y A'B'C'D' ., se hace uso de una figura auxiliar A X B X C x 

D x .y se hacen coincidir, primero, los puntos A y A x , B y 

B x ., y después, los A' y A x , B' y B x .Los puntos A y A', 

así como los B y B', ., cuya correspondencia queda asi es¬ 

tablecida, se llaman puntos homólogos. A cada parte de la 

figura ABCD . corresponde una parte de la A'B'C'D' ., 

la compuesta de los puntos homólogos; á estas partes se les 
puede llamar partes homólogas, y cada dos de ellas son 
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superponibles á una parte determinada de la figura A y B { C x 
B x . 

Axioma VI. Si dos figuras son congruentes , también lo son 
sus partes fiomólogas (*). 

No queda, en esto, excluido el caso de coincidir partes 
homologas, por ejemplo, el de dos figuras congruentes ABC 
y ABC'. Estamos autorizados, en efecto x á llamar á cada 
figura congruente consigo misma; pero, al hacerlo así, es 
cada punto homólogo de sí mismo, y, por consiguiente, 
debe tenerse presente que la congruencia de que se trata no 
es la existente entre los segmentos AB y BA, y los ángulos 
ABC y BCA. Cuando en dos figuras congruentes un punto se 
corresponde consigo mismo, se puede decir que las dos figuras 
tienen un punto correspondiente común (**). 

86 . Un caso particular del sexto axioma había sido cita¬ 
do ya antes; análoga generalización se hace de otras dos 
observaciones precedentes. Si suponemos que las figuras 

A'B'C'D' . y A" B" C" D" . son congruentes con una 

tercera ABCD ., será siempre posible construir una figura 

A 0 B 0 C 0 D 0 ., movible respecto de aquellas tres, y superpo- 

nible á la última; y las dos primeras figuras se podrán tam¬ 
bién superponer á la A 0 B 0 C 0 D 0 . 

Axioma VIL Dos figuras congruentes con una tercera, son 
congruentes entre sí. 

87. Si, de cualquier manera, se dan una figura AB y un 
punto A', se puede (como ya se ha dicho) unir á este punto 
otro B', tal que AI? y A'B' sean figuras congruentes. Pero si 
se dan las figuras ABC y A'B', no siempre se podrá unir á la 
última un punto C de manera que A B C y A B C sean figu¬ 
ras congruentes; para que tal ocurra, es necesaria y suficien¬ 
te la congruencia de las figuras AB y A'B'. En general: si 

se dan dos figuras ABC . KL y ÁB' C . K , y las 

ABC . Ky A'B' C . K' son congruentes, se puede tomar 

el punto V , tal que ABC . KL y A B C . K L sean 


(*) Necesitamos poner esta proposición entre las axiomáticas para no 
tener que volver, en posteriores artículos, sobre la definición de con¬ 
gruencia. 

(**) Conforme á lo dicho en el § 10, nosotros lo llamaremos de coin¬ 
cidencia.— (N. T.) 
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figuras congruentes. Para obtenerlo, se construirá una figura 

A 0 B 0 C q . K Ó L 0 movible respecto de las dos dadas y super- 

ponible á la ABC ..... KL, y se la superpondrá á la ÁB' 

C' . K'. Todas estas propiedades están comprendidas en el 

siguiente axioma, una vez admitido que un punto aislado for¬ 
ma una figura, y que dos puntos pueden siempre contarse en¬ 
tre las figuras congruentes. 

Axioma VIII. Si una de dos figuras congruentes se amplia 
con un punto propio, se puede ampliar la otra con un punto, 
también propio, de manera que las dos nuevas figuras sean, á 
su vez, congruentes. 

88 . En los dos casos más sencillos se puede sobrepasar la 
posibilidad enunciada en este axioma. Cuando se dan una 
figura FG y un punto A, y se trata de hallar una figura AB 
congruente con la FG, se puede aún añadir la condición de 
que B esté en una recta cualquiera trazada por A (Axioma II) 
y, en este caso, aún puede escogerse entre dos puntos á dis¬ 
tintos lados del A. Cosa análoga sucede cuando, dadas las 
figuras' AB y FGH, tales que AB y FG son congruentes, 


hay que determi- 


~ nar la ABC con¬ 



gruente con FGH, 
si se supone que la 
figura FGH no es 
rectilínea. Toman¬ 
do, entonces, una 
figura F 0 G 0 H 0 , mo¬ 
vible respecto de 


Fig. 42. 


las AB y FGH, y superponible á la FGH, con lo cual AB y 
F 0 G 0 también lo serán, y trazando un plano que pase por 
los puntos Ay B, se podrá llevar F 0 G 0 H 0 hasta que F 0 G 0 y 
AB se confundan y, al mismo tiempo, el punto II caiga so¬ 
bre uno del plano, lo cual sólo puede ocurrir de dos mane¬ 
ras. Según esto, en el plano existen dos puntos C y D que 
dan lugar á figuras ABC y ABD congruentes con la FGH, 
y se ve, además, que C y D están á distintos lados de la 
recta AB. 

Axioma IX. Si AB y FGH son figuras tales que F, G y H 
no pertenecen d un segmento rectilineo y AB y FG son con¬ 
gruentes y se traza una superficie plana por A y B, en ella ó en 
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su prolongación pueden hallarse dos puntos C y D tales que las 
figuras ABC y ABD sean congruentes con la FG-H y los seg¬ 
mentos CD y AB, ó sus prolongaciones, tienen un punto común. 

Teniendo en |cuentá observaciones anteriores, esto puede 
expresarse también así: si AB y FGH son figuras dadas y F, 
G y H puntos que no están en línea recta, y se traza un plano 
por A y B, en él se podrá—y esto no de un solo modo tomar 
el punto C tal que los ángulos ABC y FGH sean congruentes; 
pero si los puntos C y C' están en un plano del mismo lado de 
la recta AB, los ángulos ABC y ABC' no son congruen¬ 
tes (*). 

80. Pero si partimos ahora de dos figuras ABC y FGHI 
y se supone que las figuras ABC y FGH son congruentes, no 
obtendremos un axioma análogo. Si la figura ABC se puede 
ampliar de más de una manera para ser congruente con la 
FGHI, por ejemplo, en las ABCD y ABCE, las figuras 
ABCD y ABCE serán congruentes. Para ver si esto es posi¬ 
ble, admitiremos que no se trata de figuras planas, pues el 
caso de serlo queda resuelto por medio de los axiomas anterio¬ 
res. Supongamos, pues, que D es exterior al planoA y su¬ 
perpongamos á la figura ABCD otra A^B^C^Dp, resulta en¬ 
tonces imposible la superposición de ABCEy A X B X C^D^. 

Axioma X. Dos figuras ABCD y ABCE cuyos puntos no 
están en una superficie plana, no son congruentes. 

Se llega á otra expresión de esta propiedad por medio de 
la siguiente consideración: 

Si ios puntos A, B, C y D no están contenidos en un plano 
y designamos por_m la recta AB, existe un «ángulo» CmD con 
la «arista» m y las caras mC y mD. Sea A l B x C l D l una figu¬ 
ra movible respecto de la ABCD, y llamemos m í á la recta 
A l B i . Podremos mover estas figuras hasta que se superpon¬ 
gan los semiplanos mC y m x C x (es decir, que cada punto del 
uno caiga en uno del otro y, en particular, cada punto de la 
recta m en uno de la m x ), ó los mD y m x D x . Si ambas cosas 


(*) Debe excluirse en esta consideración el tomar dos puntos' C y C' en 
linea recta con el B, si bien entonces, aunque los ángulos ABC y ABC 
serian congruentes, no lo serían las figuras ABC y ABC', por no poder 
sei’lo, según el axioma II, las BC y BC ', puesto que por estar C y C al 
mismo lado de AB están en el mismo semirayo BC.—(N. T.) 
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ocurren al mismo tiempo, se dice que los ángulos CmD y 
C t m x D^ se han superpuesto. Si ABCD y A i B l C l D l son su- 
perponibles, también lo son los ángulos CmD y C { m¡D v Si 
A', B’, C y D' son puntos que tampoco están en un plano y se 
representa por m la recta A'B', puede suceder que un ángulo 
C l m 1 D í pueda superponerse á los CmD y C'm D'\ en tal caso, 
éstos se llaman congruentes. Si las figuras ABCD y A'B' C'D' 
son congruentes, también lo son los ángulos CmD y C'm'D'. 
Tomemos ahora, fuera del plano ABC, el punto E del mismo 
lado que el D (*); entonces, los semiplanos mD y mE están al 
mismo lado del plano ABC’, luego, ó está el semiplano mD 
entre los mC y mE (en el ángulo CmE) ó el mE entre mC y 
mD (en el ángulo CmD)] en ambas posiciones, los ángulos 
CmD y CmE no son congruentes. De aquí se sigue que las 
figuras ABCD y ABCE no .son congruentes cuando los puntos 
D y E están al mismo lado del plano ABC. 

Finalmente, tomemos los puntos D y E á lados distintos 
del plano ABC, que distinguiremos con los nombres de dere¬ 
cha é izquierda, que no hay inconveniente en usar aquí. $i un 
observador colocado en la misma región que el punto D re¬ 
corre la trayectoria rectilínea de A á B, tendrá el punto C á 
su derecha ó á su izquierda; pero cuando pase al mismo lado 
que el punto E, le parecerá que tiene á la derecha lo que 
antes tenía á la izquierda, y recíprocamente. Sean ahora 
ABCD y A'B'C'D' dos figuras congruentes, y A l B [ C l D i una 
superponible á las dos; la experiencia muestra que, en tal 
caso, las denominaciones derecha é izquierda se transmiten 
de la figura ABCD á la A x B t C V D X y de ésta á la A'B' C'D sin 
variación alguna; y puesto que si D y E están á distintos la¬ 
dos del plano ABC no se realiza tal transmisión de la figura 
ABCD á la ABCE, éstas no son congruentes. 


(*) Debe aquí, á semejanza de lo ocurrido en el núm. 88, excluirse el 
caso de que E esté en el plano A B D , si bien es de advertir que, aun sien¬ 
do entonces congruentes los ángulos CmD y CmE, no lo serian las figu¬ 
ras ABCD y ABCE , por no poder serlo las i?C'D y BCE, según el axio¬ 
ma IX, puesto que por estar D y E al mismo lado del plano ABC, están 
en el plano ABD al mismo lado de la recta AB.—(N. T.) 





§ 14. — Extensión (leí concepto (le congruencia 
á elementos cualesquiera 


90 . En los axiomas contenidos en el artículo anterior, in¬ 
tervienen como elementos de figuras congruentes sólo puntos, 
y éstos propios. En las explicaciones correspondientes no se 
ha mantenido esta limitación; sin embargo, el completo des¬ 
arrollo de nuestro trabajo debe ser regulado exclusivamente 
por los axiomas y, en consecuencia, utilizaremos en lo que si¬ 
gue únicamente propiedades y conceptos que estén conteni¬ 
dos en los axiomas sobre figuras congruentes ó en otros ante¬ 
riores ó que de unos y otros puedan deducirse. 

Si A, B y C y A', B' y C' son puntos propios, tales que los 
A, B y C están en línea recta y las figuras ABC y A'B'C' 
son congruentes, el axioma III del § 13 nos dice que tam¬ 
bién AB' y C' pertenecen á una recta; si, pues, una de dos 
figuras congruentes es una serie rectilínea, lo mismo sucede á 
la otra, y si en una de las figuras congruentes aparece una se¬ 
rie rectilínea, los puntos homólogos en la otra forman asimis¬ 
mo una serie rectilínea (§ 13 , A. VI). Si en una de las series 
un punto C está entre los A y B, en la serie homóloga estará 
el C entre los A' y B' (§ 13 , A. III); la posición separada de 
dos pares pertenecientes á una de las series, lleva aparejada, 
según esto, la misma posición de los pares homólogos. 

De lo ahora dicho se infiere que, en adelante, podremos to¬ 
mar al mismo tiempo la recta de unión de dos puntos de una 
figura y la de sus homólogos de otra congruente con ella, 
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como formando parte de ambas, las cuales, después de esta 
ampliación, siguen llamándose congruentes; las dos rectas 
(propias) reciben el nombre de homologas. Si en una de 
las figuras un punto y una recta son incidentes, lo mismo su¬ 
cede á los elementos homólogos de la otra; si dos rectas de la 
primera se cortan en un punto propio, también las homólogas 
en la segunda se cortan y los puntos de intersección se con¬ 
sideran como homólogos. 

Si A, B, G y D y A', B', C' y D' son puntos propios, tales 
que los A, B, Cy J) están en un plano y las figuras ABCD y 
A'B' C' D’ son congruentes, los puntos A', B', C' y D' deben 
pertenecer á un plano; pues, según el teorema 12.° del § Ü, las 
rectas AD y fiC, ó las BD y AC, ó las CD y AB tienen un 
punto común y lo mismo ocurre, por consiguiente, á las rec¬ 
tas homólogas. Si, pues, una de dos figuras congruentes, ó una 
de sus partes, se compone de puntos de un plano, los puntos 
homólogos en la otra figura pertenecen también á un plano. 
Admitiremos en lo sucesivo que se agregan al mismo tiempo á 
dos figuras congruentes el plano de tres puntos de la prime¬ 
ra (que no estén en linea recta) y el de los homólogos de la 
segunda, y después de esta ampliación llamaremos, como an¬ 
tes, congruentesá las figuras y homólogosálosplanos (pro¬ 
pios). Entonces, siempre que en una de las figuras un punto y 
un plano, ó una recta y un plano, sean incidentes, lo mismo 
ocurrirá á los elementos homólogos en la otra; si en la prime¬ 
ra se cortan dos planos en una recta propia, ó un plano y una 
recta en un punto propio, lo mismo pasa con los elementos 
homólogos en la segunda, y pueden considerarse las rectas y 
los puntos de intersección, respectivamente, como elementos 
homólogos. 

De un modo general, puede decirse que toda propiedad 
de los elementos de una figura que sólo se refiera á 
incidencia de los elementos ó á disposición de pun¬ 
tos en rectas, se transmite también á los elementos 
homólogos de la figura congruente.'En particular, si 
en la primera figura dos pares de rectas de un haz propio es¬ 
tán separados, lo mismo ocurre á las recias homólogas en la 
otra figura. 

91 . Las anteriores consideraciones nos han llevado á 
agregar á figuras congruentes dadas, compuestas de puntos 
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propios, las rectas y los planos propios que aquéllos determi¬ 
nan, pero el axioma VIII del § 1# admite la posibilidad de 
ampliar las figuras con puntos propios cualesquiera y, poi 
consiguiente, según demostraremos, con elementos cuales¬ 
quiera. Para formarse idea de hasta qué punto hay en esto 
una correspondencia determinada de elementos homólogos, 
necesitamos intercalar ahora algunos teoremas. 

Si F, G, H, I y K son puntos propios y los F, G y H no es- 
tan en línea recta, las figuras FGHI y FGHK no son congruen¬ 
tes. Para demostrarlo, tomemos á capricho, fuera del plano 
FGH, el punto propio L, diferente del /; como, en este caso, 
los planos FGL, FUL y GHL sólo tienen común el punto L, 
uno de ellos al menos, el FGL , por ejemplo, no contendrá el 
punto I. Si suponemos ahora que las figuras FGHI y FGHK 
fuesen congruentes, se podría tomar un punto M tal que 
FGIIIL y FGH KM y, por consiguiente, también FGHL 
y FGHM fuesen congruentes, y entonces, puesto que, tanto 
F,G,H y M, como F, G, Hj L, no están en un piano, el pun¬ 
to M debería confundirse con el L (§ 13 , A. X); las figuras 
FGIL y FGKL no serían, pues, planas, pero sí congruentes, 
lo cual está en contradicción con el mismo axioma. 

Si A, B, C, D, F, G, H, I y K son puntos propios, tales que 
los A, B y C no están en linea recta y las figuras ABCD 
y FGHI son congruentes, las figuras ABCD y FGHK no son con¬ 
gruentes. Pues, en la hipótesis hecha, los puntos F, G y H no 
pertenecen á una recta; luego si ABCD y FGHK fuesen con¬ 
gruentes, lo serían también FGHI y FGHK (§ 13 , A. VII), 
resultado en contradicción con el teorema anterior. 

Las figuras ABCD, FGHI y FGHK sólo pueden, pues , ser 
congruentes entre sí, cuando coincidan I y K ó cuando A, B y C 
estén en línea recta. 

92. Sentado esto, sean F y F' dos figuras congruentes, y 
supongamos que en la figura F tres puntos propios A, B y C 
no están situados en línea recta, en cuyo caso tampoco lo es¬ 
tarán los homólogos Á, B' y C' en la figura F . Designando 
por D un punto propio cualquiera (distinto de los A, B y C), 
podrá ocurrir que pertenezca á la figura F y entonces lla¬ 
maremos D' al homólogo en la figura F ó no, y en este 
caso se podrá agregarlo á la figura F y ampliar la 1 con un 
punto propio D', tal que las dos figuras resultantes sean, á su 
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vez, congruentes. En ambos casos, las figuras ABCB y 
A'B'C'B' son congruentes; luego D' está determinado por 
A, B, C, B, A', B' y C', ó por D, y la relación dada (congruen¬ 
cia) entre F y F\ Por consiguiente, al decir: B y B' son pun¬ 
tos homólogos en la congruencia dada entre F y F', 
expresamos que existe un punto'propio, y sólo uno, homólogo 
de cada punto propio dado. De modo análogo, designando 
por r una recta propia cualquiera, que puede pertenecer ó no 
á la figura F, por A y B dos de sus puntos propios y por A' 
y B' los homólogos, la recta r' de unión de éstos queda com¬ 
pletamente determinada por la r, y podemos decir que r y r' 
son rectas homólogas en la congruencia dada. Por 
último, si P es un plano, propio cualquiera; H, I y K tres pun¬ 
tos propios del mismo, no pertenecientes á una recta, y TF, F 
y IC sus puntos homólogos, que están situados en el plano P', 
también éste queda determinado por el P, y los dos planos 
P y P' son homólogos en la congruencia FF'. En vir¬ 
tud de esta congruencia, á cada figura compuesta de puntos, 
rectas y planos propios solamente, corresponderá como ho¬ 
mologa una figura bien determinada, la compuesta por los 
elementos homólogos de los de aquélla, y cada dos figuras ho¬ 
mólogas serán congruentes. Esta correspondencia queda fija¬ 
da dando dos figuras congruentes,, de condiciones análogas á 
las ABC y A'B' C. 

Tal correspondencia no queda limitada, sin embargo, á 
elementos propios. Sea, 7) un punto cualquiera; tomemos dos 
rectas propias l y m que pasen por él, y sean V y m' sus ho¬ 
mólogas y D' el punto Vm . En tal caso, el punto D' queda 
determinado por el B, una vez fijada la congruencia FF', 
puesto que á una radiación de rectas corresponde como figu¬ 
ra homologa una radiación de rectas. Los dos puntos B y B' 
reciben el nombre de homólogos; á cada punto corresponde 
uno homólogo, y sólo uno, y si uno de los dos es propio, el otro 
también lo es. 

Si se toma ahora en una recta ó en un plano propios un 
punto cualquiera, el punto homólogo estará en la recta ó en 
el plano homólogos. A puntos de una recta cualquiera ó de un 
plano cualquiera corresponden puntos de la misma naturale¬ 
za. A pares de puntos separados contenidos en una recta, co¬ 
rresponden pares de puntos, también separados. 
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Según esto, no presenta ninguna dificultad hacer corres¬ 
ponder á cada recta una recta homóloga determinada y á 
cada plano un plano homólogo determinado. Haciéndolo así, 
dada una figura (compuesta de puntos, rectas y planos cuales¬ 
quiera), se halla una figura homóloga determinada, y si se 
llaman congruentes dos figuras de esta especie, podrán ser 
enunciados los siguientes teoremas: 

1. ° Las figuras congruentes tienen todas las 'propiedades 
gráficas comunes. 

2. ° Si dos f guras son congruentes, también lo son sus par¬ 
tes homólogas. 

Toda figura es congruente consigo misma. Dos puntos se 
consideran siempre como figuras congruentes. 

3. ° Dos figuras congruentes con'una tercera son congruentes 
entre si. 

Asi, pues, si dos partes de una de las figuras son con¬ 
gruentes, también lo son las partes de la otra homólogas de 
aquélla. 

4. ° En dos fguras congruentes, á cada punto propio de la 
una corresponde un punto propio de la otra y, por consiguien¬ 
te, á cada elemento propio de la una un elemento propio de la 
otra. 

B.° Si una de dos figuras congruentes se amplía con elemen¬ 
tos cualesquiera, se podrá ampliar la otra de manera que las 
f guras resultantes sean, á su vez, congruentes. 

Esta ampliación de figuras se cuenta entre las «cons¬ 
trucciones». 

6. ° Si dos figuras congruentes tienen tres puntos propios, no 
situados en línea recta, de coincidencia, todos sus elementos son 
de coincidencia. 

7. ° Si dos series rectilíneas congruentes tienen dos puntos 
propios de coincidencia, todos sus puntos son de coincidencia. 

En efecto, sean (7 y C’ dos puntos cualesquiera, homólogos 
erí dos series rectilíneas congruentes que tienen dos puntos 
propios de coincidencia A y B; D, el cuarto punto armónico 
de ABC y D' su homólogo, con lo cual también la figura 
ABC'D' será armónica. Si C es un punto propio, situado en¬ 
tre A y B, por consiguiente, en la semirecta A B, también el C' 
está en la semirecta AB, luego no puede ser distinto del C. En 
cualquiera otra posición de C, D será un punto propio situado 
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entre A y B y, en consecuencia, se confundirá con D', luego, 
como antes, C y G' serán idénticos. 

93. Hasta ahora no han sido aplicados los axiomas I, IV 
y V (*) del § 13. Según el primero, las figuras AB y BA , en 
las cuales A y B son puntos propios, son congruentes. Se po¬ 
drá, pues, prolongar el segmento AB por el lado de B hasta 

un punto propio C, tal que BA y 
A B 0 B C y, por consiguiente, AB, BA, 

BC y CB sean figuras congruentes. En tal caso, el pun¬ 
to B recibe el nombre de punto medio del segmento AC 
(ó CA), y ningún otro punto B { de la recta A C tiene la pro¬ 
piedad de dar lugar á segmentos congruentes JS, A y J?, C. 
Para ver esto, observemos que, por ser las figuras id y GA 
congruentes, se podrá tomar un punto B' de tal manera que ' 
ACB y CAB’ sean congruentes; en cuyo caso, tanto B' como 
B estarán en el semirayo id y, como AB y AB' son con¬ 
gruentes, B' será el mismo B, de donde se sigue que las figu¬ 
ras ABC y CBA son congruentes. Si también lo fuesen los 
segmentos B t A y B x C y, por consiguiente, B x estuviese en el 
segmento AC, las figuras AB.CB X y CBAB X serían congruen¬ 
tes, resultado en contradición con el teorema 7.°, luego no 
puede ser B x distinto de B. 

Designemos ahora por D el cuarto punto armónico de A CB 
y consideremos el I)', tal que ACBD y CABD' sean figuras 
congruentes; la figura CABD' deberá ser armónica, luego I)' 
será el mismo D y ABCD tendrá que ser congruente con 
CBAD, lo cual demuestra (**) que D no puede ser punto pro¬ 
pio. Resulta, pues, que' cuando se busca el punto armó¬ 
nicamente separado del punto medio de un segmen¬ 
to por los extremos de éste, se llega á un punto 
impropio. 

94. Todo' segmento FG tiene un punto medio , cuya construc¬ 
ción resulta de los teoremas anteriores. Tomemos, en efecto, 
fuera de la recta FG un punto propio cualquiera C\ en el pla¬ 
no CFG existirá un punto propio determinado, D, que esté al 
mismo lado de la recta FG que el C y. tal que las figuras FG C 
y GFI) sean congruentes; escogiendo convenientemente el 


’(*) El axioma IV se utiliza en eí § 15 y el V en el § 19 . 
(*.*) Por el teorema 7.° del párrafo anterior— (N. T.) 
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punto C, será diferente del D. La congruencia en la cual son 
homólogos los pares FG, GF y CD puede extenderse á cual¬ 


quier otro elemento de una 
manera bien determinada. 
El plano CFG y la recta 
FG son de coincidencia, 
luego para que sean D y D' 
puntos homólogos y, por 
tanto, FG C, GFD y FGI)' 
figuras congruentes, debe 
estar D' en el plano CFG, 
pero sin que D y D' (por 
consiguiente C y D') estén 



TTFV H re 


Fig. 43. 


á distintos lados de la recta FG, es decir, D y D' deben con¬ 
fundirse. En virtud de estq, tenemos aún D y C como puntos 
homólogos y CFyDG, DG y CF, CG y DF, y DF y CG como 
pares de rectas homólogas, mientras que CD se corresponde 
consigo misma. Puesto que las semirectas FC y FD están al 
mismo lado de la recta FG, la semirecta FD estará entre las 
FC y FG (con lo cual la GC entre la GFj GD), ó la FC estará 
entre las FD y FG (y, en este caso, la GD entre las GC y GF). 
Supongamos que ocurre lo primero; entonces CG y DF se 
cortan en un punto propio A (*), homólogo de sí mismo, y 
que pertenece á los segmentos CG y DF, y al mismo tiempo 
es evidente que las semirectas FD y FG están del mismo lado 
de la recta CF. Hasta aquí sólo se han presentado elementos 
propios; sin embargo, las rectas CF y DG tienen común un 
punto B que no necesita ser propio. El punto B y, por tanto, la 
recta AB se corresponden consigo mismos. Los puntos D y h 
están á distintos lados de esta recta y los D y G al mismo lado, 
luego los F y G á distintos lados; por consiguiente, AB y FG 
se encuentran en un punto propio H. También este punto es 
homólogo de sí mismo, luego es punto medio del segmento FG. 

Aún existe en la recta FG otro punto de coincidencia, pero 
es un punto impropio, á saber, el K, intersección de las rec¬ 
tas CD y FG, cuarto armónico de FGH. En la recta AB, to¬ 
dos los puntos son de coincidencia; pero, fuera de éstos y 
del K, ninguno otro se corresponde consigo mismo. 


(*) Según la definición dada en el número 19 . — (N. T.) 
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05. Sean F y G dos puntos armónicamente separados por 
los, Hy K. Si también lo están por los U y V y el V, por ejem¬ 
plo, pertenece al segmento FG, los puntos F y K estarán se¬ 
parados por los G y Ü, ó lo estarán los G y K por los F y U. 
Si ocurre lo primero, según lo dicho en el § II (08), también 
estarán separados F y H por G y V, esto es, V será punto del 
segmento FH, luego el punto homólogo V' pertenece al seg¬ 
mento Gil, y una parte del segmento GV (§ I , Def. 1. a y T. 2.°), 
la GV' es congruente con FV. Resulta, pues, que si los puntos 
propios F, Gr, U y V son armónicos y‘el F está entre los U y Gr, 
el segmento F V es menor que el GfV. 

Se dice que un segmento es menor que otro, cuando aquél 
es congruente con una parte de éste: Sean AB y CD dos seg¬ 
mentos de una recta, congruentes, estando C situado entre A 
y B y D en la semirecta CB, por ejemplo, y determinemos el 
c punto propio C’, tal que las figuras 

, - 1 - 1 - ? ABC y DCC' sean congruentes. Los 

B segmentos CB y CC’ son, entonces, 

congruentes, y <7 está entre C y D, por consiguiente, en la 
semirecta CI)’, luego B se confunde con C , entre C y D. Con 
esto está demostrado que ningún segmento es congruente con 
una de sus partes. Si, pues, se dan dos segmentos AB y CD, 
puede ocurrir que los dos sean congruentes, ó que AB sea me¬ 
nor que CD (CD mayor que AB), ó mayor que CD, y cual¬ 
quiera de estos casos implica la imposibilidad de los otros dos. 

Si el segmento I es menor ó mayor que el segmento II, 
también es, respectivamente, menor ó mayor que todo seg¬ 
mento congruente con el II. Si el segmento I es menor que el 
segmento II y éste es menor que el segmento III, el segmen¬ 
to I es menor que el III. Si el segmento I consta de las par¬ 
tes 1 y 2, el segmento II de las partes 3 y 4 y 1 es menoi 
que 3 y 2 no es mayor que 4, I es menor que II. 





§ 15 .—Deducción de algunos teoremas gráficos 


96. Vamos á utilizar ahora la teoría de las figuras con¬ 
gruentes, para deducir los teoremas fundamentales de la Geo¬ 
metría proyectiva. Al hacerlo, conservaremos el convenio, se¬ 
gún el cual todos los elementos que intervienen en el razona¬ 
miento forman una figura. 

Sean A , B 0 , B x y P cuatro puntos dados sobre una recta, 
estando el P, entre A y P, y el B 0 entre A y B y . De los A, B 0 

y P, se deducen nuevos puntos P 2 , P 3 , P 4 . construyendo 

las figuras armónicas AB y B 0 B. 2: AB^B^B^, AB 3 B 2 B if .Pro¬ 

longuemos, por último, el segmento B 0 B l el P, C 2 congruente 
con él, éste el también congruente C 2 C 3 , éste el C 3 C±, etcé¬ 
tera. Si P 2 pertenece al segmento AP (por consiguiente, al 

C'iCiCiCsOs . .. 

Á BaBtBÁ B t B 5 B x P ¿X + l 

P,P), P,P 2 será mayor que B 0 B t , luego mayor que i?, P 2 y, por 
tanto, AB 2 será mayor que AC. 2 . Si P 3 pertenece también al 
segmento AP(por consiguiente, al P 2 P), B 2 B 3 será mayor que 
7b B. 2 , con lo cual también mayor que (7 2 C , 3 , luego AB 3 será 
mayor que AC 3 . Si también P 4 pertenece al segmento A7 J (por 
consiguiente, al B 3 P), B 3 B k será mayor que P 2 P 3 , con lo cual 
también mayor que C 3 C k , luego AB i será mayor que A P 4 ; y 
así sucesivamente. Ahora bien, según lo dicho en el Axioma IV 

del § i3, en la serie de los segmentos B t P 2 , P 2 P 3 ,.hay uno 

determinado, C n C n + i, que contiene al punto P(en caso nece- 
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sario, se toma B x por G x ). De aquí se sigue que, en la serie de 
puntos B 2 B S B X ...... hay uno determinado, Bx + >, al que solo 

le preceden puntos del segmento AP , pero sin pertenecer él 
mismo á este segmento; el Bx se confunde, entonces, con el P, 
ó está separado del B x +1 por los A y P. 

Esta consideración puede generalizarse de tal modo que 
sea aplicable á cualquier recta. Si A, B 0 y B x son puntos cua¬ 
lesquiera de una recta, se pueden deducir de ellos una serie 

de puntos B 2 B 3 B 4 ., construyendo las figuras armónicas 

AB X B 0 B 2 , AB 2 B X B S , AB 3 B 2 B„ .Á la figura asi constitui¬ 

da la daremos el nombre de red (*), y llamaremos primer pun¬ 
to de la red al B„ segundo al B 2 , ., punto límite al pun¬ 

to A y punto cero al B 0 . La red está determinada por su 
punto límite, su punto cero y el primer punto; podremos, pues, 
designarla, diciendo «red AB 0 Bi». Como, por exclusión de A, 
está el punto B x entre los B 0 y B 2 , el B 2 entre los B, y B 3 , 
el B 3 entre los B 2 y B h ..... y, por consiguiente, los B x y B % 
entre los B 0 y B 3 , los B 2 y B 3 entre los B, y B. x , los B x , B. 2 y B 3 

entre los B 0 y B 4 , y, en general, los B x , B 2 , ., B x _1 entre los 

B 0 y Bx, no podrá coincidir Bx con ninguno de los puntos A, B 0 , 

J3 . . B x - 1 . Los puntos de la red son, pues , diferentes del 

punto límite y entre sí. 

Si A'B^B'B' es una serie proyección de la AB 0 BjBx, y Bx es 
el \ esimo punto de la red AB 0 B X , también B; es \ e8imo punto de la 
red A'B¿B'. 

Podemos aplicar esto á resolver el siguiente proble¬ 
ma: Dados en una recta r tres puntos A, B 0 y B n , ha¬ 
llar uno B x tal que el B n sea n e8im0 punto de la red AB 0 B X . 
Basta trazar por A (fig. 44) la recta s arbitraria, tomar en ella 
el punto M , en la B 0 M el punto P i} hallar el P n como n esimo 
punto de la red MB 0 P X y proyectar el B n desde P n sobres 
en N, y, por último, el N desde P x sobre r en JS,; B, está de¬ 
terminado sin ambigüedad. 

Si sobre la recta r se da también el punto C n , y se trata 
de hallar el C\ tal que C n sea el n esimo punto de la red A B 0 C X , se 
proyecta C n desde P n sobre s en P, y éste desde P x sobre r 
en. G x . El examen de la figura hace, ver que AB 0 B n C n se pro- 


(*) Usado en el apéndice al Cálculo bctricéntrico de Mobius, Segunda 
Parte, Capítulo VI. 













§ 15 .— DEDUCCIÓN DE ALGUNOS TEOREMAS GRÁFICOS 


165 


yecta desde P n en AMNP y ésta, desde P t , en AB 0 B 1 C Í . Si, 
pues, A y C n están separados por B 0 y B n , también A y C, lo es¬ 
tarán por los B 0 y B P 



Tomemos ahora cuatro pantos cualesquiera A, B 0 , B x y P 
en una recta, de modo que los A y B x estén separados por los 
B 0 y K Se puede siempre proyectar la serie AB 0 B X P desde 
un punto propio II en una serie A'B' 0 B'P' 0 de puntos propios, 



de manera que estén B¡ entre A' y P' y B’ 0 entre A' y B x ; y en 
tal caso, tomar un número entero n, tanque el n estm0 punto B n de 
la red A'B 0 B 0 B¡ se confunda con el P' ó esté separado del 
(n + l) eeimo punto B' n + 1 por los Á y P \ Si B’ n y B' n + 1 se pro¬ 
yectan desde //sobre la recta AP en B n y B n + 1 , respectiva- 
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mente, á la red AB 0 B¡ pertenecen: como n esim0 punto el B n y 
como (n + i) esimo el B n + i. Podemos, pues, decir: 

Si, en una recta, los puntos A y B t están separa¬ 
dos por los B 0 y P, se puede escoger el número ente¬ 
ro positivo n, de tal modo que el n esim0 punto de la 
red ABqB x se confunda con P ó esté separado del 
p or ios A y P. En este caso, también los 
puntos B 0 y B n+X están separados por los A y P (*)• 
Este es un teorema gráfico, en cuya demostración se ha he¬ 
cho uso del concepto de congruencia. Relacionándolo con 
otros teoremas gráficos, obtendremos nuevas propiedades, 
también gráficas, alguna de las cuales hallaremos en seguida. 

Í&8. Comencemos por ver cómo puede construirse la red 
AB 0 B l en la recta r. Para ello, tracemos por A una recta cual¬ 



quiera s y tomemos un punto cualquiera P del plano rs, no si¬ 
tuado en r ni en s. Si desde él se proyectan los puntos B 0 y B x 
sobre s en C 0 y <7„ la recta B t C 0 encontrará á la AP en un 


(*) Esta proposición se conoce con el nombre de forma proyectiva del 
postulado de Arquímedes. Aquí ha sido demostrada, como teorema, me¬ 
diante la admisión del postulado en su forma métrica. Véase sobre esto 
Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909; Klein, Mathematis- 
che Annalen, tomo L, 1898; Veronese, Fondamenti di Geometría , Pa- 
dova, 1891,r-(7f. t.) 
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punto Q que, proyectado desde C { sobre r, da el punto B 2 , se¬ 
gundo de la red AB 0 B { , puesto que la serie AB t B 0 B 2 es ar¬ 
mónica. Si ,ahora se proyecta B.¿ desde P sobre $ en C 2 , y Q 
desde C. 2 sobre r en B s , este será el tercer punto de la red. En 
general, si B n es su n esim0 punto, se proyecta desde P sobre s 
en C n y, en seguida, el Q desde C n sobre r en B n + 1 , y éste será 
el (n + l) e8im ° de la serie. 

Designemos por R el punto de intersección de G l B.¿ con 
G % B Xi y por Me 1 de las rectas r y PR. Por ser armónicas las 
figuras AB 2 B t B 3 y AC X C 2 C 0 , el punto B 3 se proyecta desde R 
sobre r en B s , esto es, la recta C 0 B 3 pasa por R. Del mismo 
modo, por ser armónicas AB t B 2 B 0 y AC % C X C 3 , la recta B 0 C 3 
pasa, asimismo, por R. De aquí resulta, que no solo están ar¬ 
mónicamente separados por A y M los puntos B , y i? 2 , sino 
también los B 0 y B r Las series B { B 2 A y B 0 B 3 A, tienen, pues, 
el mismo cuarto punto armónico. 

99. Aquí halla lugar apropiado la definición de un con¬ 
cepto más general, al cual puede referirse el de red. Sean 
A, B , C, B' y C' puntos de una recta, tales que las series B C A 
y CB'A tengan el mismo cuarto punto armónico M; diremos 
entonces que los pares BC y B'C' son equivalentes respecto 
del punto límite A. Los puntos B, C, B' y C' deben ser di¬ 
ferentes del A, pero pueden no serlo entre sí; en este caso, 
si B’ se confunde con el O, deberá tomarse éste como M, y del 
mismo modo, si C' se confunde con B, éste será el M. Si BC 
y B'C' son equivalentes respecto de algún punto, los pares BC 
y CB' no están separados (68). 

Si suponemos fijo el punto límite, se ve en seguida que todo 
par BC es equivalente á sí mismo; si dos pares BCy B'C' 
son equivalentes, también lo son los B C y BC, los CB y 
C'B', los BB' y CC', etc.; y si B se confunde con C, también 
B' y C' coinciden. 

El concepto de pares equivalentes, lo mismo que el de red, 
puede aplicarse á los haces de rectas ó planos. Los dos son 
conceptos gráficos y correlativos de sí mismos. Si son aplica¬ 
bles á una de dos figuras perspectivas, también lo son á la 
otra. 

100. Sean BCy B'C' dos pares de puntos de una recta r, 
equivalentes respecto del punto límite A , esto es,tales que las 
series BC'A y CB'A tienen el mismo cuarto punto armónico 




168 


§ 15 . —DEDUCCIÓN DE ALGUNOS TEOREMAS GRÁFICOS 


M (ó que M coincide con G cuando B' y (7 se confunden, etc.). 
Tracemos por A una recta 8 y tomemos un punto cualquiera P 
del plano rs, no situado en r ni en s; si B x G x B\C\M\ es la pro¬ 
yección de BGB'G'M desde P, sobre s, y designamos por R el 
cuarto punto armónico de M, M x y P, tanto las rectas BG\ y 
P, C como las GB[ y B'C X deben concurrir en el punto P(*)« 



Ahora. bien, si Q es el punto de intersección de las rectas 
B'B X y C' G x (suponiendo que sean diferentes), el haz formado 
por las rectas r, s, AR y AQ, y el de las r, s, AR y AP son 
armónicos, luego las rectas AP y AQ son una misma. Se¬ 
gún esto, las rectas B' B x y C'G X tienen siempre un punto Q 
común con la AP. 

De aquí se deduce, en primer término, que por sucesivas 
proyecciones se puede pasar de la figura ABGB'G' á la 


(*) Pues fijándonos en los BC[ y B X C', por ejemplo, si B se confunde 
con C", con ellos se confunde también M, y, por tanto, las rectas BC' x y 
B X C' son la misma AM, que contiene el puhto i?; y si B es diferente de 
O', la consideración del cuadrilátero formado por las rectas BB X ,C'C \, 
BG\ y CB x , que tiene dos vértices opuestos en B y C' y otros dos B x 
y C' en una recta que pasa por A, demuestra ( 63 ) que A Mes la tercera 
diagonal, la cual contiene el punto R de intersección de BC' x y B X C', 
que es cuarto armónico de los M, M x y A.—(N. T.) 
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AC'B'CB’, la primera se proyecta desde P en AB X C l B' 1 C[ y 
ésta, desde Q, en AC'B'CB. Si, pues, los pares de puntos BC y 
B'C' de una recta son equivalentes respecto del punto límite A, 
y.los puntos B y C' están separados por los A y B', también lo es¬ 
tarán por los A y C. Además, se obtiene la siguiente construc¬ 
ción del punto C' cuando se dan los A, B, C y B' de la recta r 
y la condición de que los pares BC y B' C' han de ser equiva¬ 
lentes respecto de A. Se traza por A una recta s, y en el pla¬ 
no rs se toma un punto P arbitrario, fuera de las rectas r y s; 
se proyectan el par BC desde P sobre s en B x C x , el punto B x 
desde B! sobre AP en Q y, por último, el punto C l desde Q 
sobre r en C'. Con esto se ve también que el punto C' existe 
siempre y' está completamente determinado. 

f OI. Consideremos otros dos puntos D y D' sobre la rec¬ 
ta r, tales que también los pares CD y C'D' sean equivalen¬ 
tes respecto de A; en tal caso, las rectas PD y QD se en¬ 
cuentran también en un punto de s, el D t , y por consiguiente, 
también los pares BD y B'D' son equivalentes. La figura 
ABCD se proyecta desde P en AB X C X D X , y ésta, desde Q, en 
AB'C'D'. Si, pues, los pares de puntos BC y B'C' de una recta 
son equivalentes respecto del punto límite A., y lo mismo ocurre 
á los pares CD y C'D', también los pares BD y B'D' lo serán; 
se puede, entonces, pasar de ABCD á AB C'D por sucesivas 
proyecciones, y si los puntos B y C están separados por los A 
y D, también los B' y C' lo están por los A y D'. 

102. Si los pares de puntos BC y B'C' de una recta son equi¬ 
valentes respecto del punto limite A, y lo mismo ocurre á los pa¬ 
res BC y B"C", también lo serán los pares B'C y B"C". Pues 
trazando por A una recta cualquiera s y tomando en el plano 
rs un punto P (fuera de r y de s ), si desde él se proyecta el par 
BC sobre 5 en B x C x , las rectas B'B x y C'C X concurren en un 
punto Q de la recta AP, y del mismo modo las B B í \ C C x 
se encuentran en un punto S de esta recta AP, lo cual de¬ 
muestra la verdad del enunciado. 

103. El concepto de red puede referirse al de equivalen¬ 

cia. Tomemos, por ejemplo, una red AB 0 B t contenida en una 
recta, siendo A el punto límite, B 0 el punto cero y B x el pri¬ 
mer punto, y llamemos B 2 , B 3 .al segundo, tercero.pun¬ 

to, respectivamente. En este caso, los pares B 0 B X y B l B 2 son 
equivalentes respecto de A; lo mismo ocurre á los B X B» 
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y B 2 B¿, y así sucesivamente. De esta manera, los puntos 
B 2 , j B 3 ..... quedan determinados por completo cuando se de¬ 
jan fijos los A, B 0 y B t . Según el teorema precedente, los pa¬ 
res B\Bx + x y B il B li + 1 son equivalentes respecto del punto lí¬ 
mite A , cualesquiera que sean los valores enteros y positivos 
de X y {a. 

104. Todos los teoremas anteriores se han reunido con el 
fin de demostrar uno indispensable para fundamentar la Geo¬ 
metría proyectiva. La cuestión de que se trata se presenta 
cuando, partiendo de cuatro puntos A, B, G y D de una recta, 
por repetidas proyecciones se llega de nuevo á puntos de la 
misma. Puede ocurrir entonces que las últimas proyecciones 
de tres de los puntos dados se confundan con estos mismos; 
vamos á probar que, en tal caso, también coinciden el cuarto 
punto y su última proyección. 

Suponemos, pues, que por sucesivas proyecciones se ha 
pasado de la figura ABCD á la ABCE, y debemos probar 
que D se confunde con E. 

Para ello, admitamos que D y E sean diferentes. Desig¬ 
nando convenientemente los puntos, los A y C estarán sepa¬ 
rados por los B y D y, por tanto, también por los B y E. Por 

f Ci c\ c x + 1 

A ' B ' G ’ Á 0 B„ 1) E 

exclusión de B, los puntos D y E están en tal caso entre A 
y (7; luego, ó D está entre A y E ó E está entre A y D; supon¬ 
gamos que ocurre lo último, esto es, que A y D estén separa¬ 
dos por B y E; por consiguiente, que también A y D y B y D 
lo están por G y E. Construyamos ahora el par BB X , equiva¬ 
lente al DE, respecto del punto límite A; en tal caso, B y E 
estarán separados por A y B¡, pero A y B no lo estarán por B x 
y C. Si se construye, pues, la red ABB X , se llega siempre á 
un punto B n (siendo n un número entero y positivo, que pue¬ 
de ser la unidad), que está separado de B por A y C; se pue¬ 
de entonces determinar el punto G x de manera que G resulte 
como n esimo punto de la red ABG X (6\ puede confundirse con G), 
y los puntos A y C x estarán separados por los B y B x , además 
(si Des diferente de G x ), también lo están los A y G x por los 
B x y C; luego, en todo caso, lo están los A y G x por los B y D. 
Continuemos la construcción de la red AB G x hasta llegar á un 
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punto Cx que se confunda con el D ó esté separado del Cx +1 
por los A y D, con lo cual los pares BC X y C\C\- f-x serán equi¬ 
valentes respecto del punto límite A\ finalmente, construya¬ 
mos los pares BF y GC X , equivalentes al C\D, respecto de 
aquel mismo punto límite. (Si C\ no es diferente de D, los B y 
F, así como los C x y G , se confunden). Los teoremas antes ex¬ 
puestos muestran que los pares FG X y D C\ +1 son equivalentes, 
y como también lo son BG y FC X , lo serán BG y DCx + i, ade¬ 
más (si C\ es diferente de D), B y C x están separados por A 
y F, luego también por A y G; por consiguiente, siempre lo 
están B y B x por A y G y, además, D y E por A y C x + i, de 
donde se sigue que también lo están A y D por B y + i y A 
y Cx + i por B y E. Ahora bien, si las proyecciones á que, se¬ 
gún la hipótesis hecha, se han sometido los puntos A, B, C y D 
se extienden á toda la figura ABCDC l C\ + 1 , se llegará nueva¬ 
mente á la recta dada, correspondiéndose consigo mismos los 
puntos A, 5 y C, según lo cual lo mismo ocurre á los C x y 
Cx + i, mientras que el punto D se había admitido que era di¬ 
ferente del E. Como consecuencia de esta hipótesis resulta 
que B y Cx + 1 , que, según lo anterior, están separados.por A 
y D, lo estarían por Ay E y, al mismo tiempo, lo estarían A 
y Cx + i por B y E, lo cual demuestra que la hipótesis hecha 
es inadmisible. 

El mismo procedimiento de demostración puede ser apli¬ 
cado al siguiente teorema: Si cada una de las figuras ABCD 
y ABCE está compuesta de cuatro elementos, diferentes entre 
sí, de una serie de puntos, de un haz de rectas ó de un haz de 
planos, y las dos tienen comunes todas las propiedades gráficas, 
los elementos D y E coinciden. 

105. Dados en una recta tres puntos cualesquiera A, B y C, 
de ellos puede pasarse siempre á otros tres A x , B t y C, de la mis¬ 
ma ó de otra recta, por medio de una ó varias proyecciones. 
Si las rectas AB y A X B X son diferentes, pero sin que ABC y 
A X B X C X sean perspectivas (*), y A x , por ejemplp, no está 


(*) En el caso do ser perspectivas las dos series ABC y A x B x C x , la pro¬ 
posición es evidente. Para los otros casos conviene advertir que las cons¬ 
trucciones aquí indicadas no son las únicas que conducen al fin deseado, 
sino que pueden idearse infinidad de ellas, siendo, acaso, las expuestas 
las más sencillas de todas.— (N. T.) 
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en AB . se traza por A, una recta que corte á la AB (pero no 
en 1), y sobre ella se proyecta la serie ABO desde un punto 
de AA t ; la proyección A X B' 0/ 
así obtenida y la figura A X B { C X 
son, en tal caso, perspectivas. 
Si las rectas AB y A¡B { están 
confundidas, y A 2 B 2 C 2 es una 
proyección cualquiera de ABC, 
se puede pasar de A 2 B 2 C. ¿ á 
A¡B i C { por una ó dos proyec¬ 
ciones. 

106 . Si A,B,CyD son 
cuatro puntos de una recta, 
diferentes entre sí, y lo mis¬ 
mo ocurre á los A', B', C' 
y I)', y las figuras ABCD y A'B'C'D’ tienen todas sus 
propiedades gráficas comunes, se podrá pasar de la 
una á la otra por medio de una ó varias proyecciones. 
En efecto; según acabamos de ver, de los puntos A', B' y C' 
puede pasarse á los A, B y C mediante una ó varias proyec¬ 
ciones. Apliquémoslas simultáneamente al punto U y sea E 
el que así se halla. Si D y E fuesen diferentes, operando como 
antes, se podrán hallar dos puntos G\ y C\ + 1 , tales que C sea 
el n esimo y Cx + l el (a + l) wm0 de i a rec l ABC U y otros dos C 1 
y (7'x+i tales que O' sea el n esimo y C \+1 el (A + l) íwmo punto 
de la red A' B' C'; la consideración de la red ABC t hace ver 
que los puntos B y Cx + i están separados por los A y D, y los 
A y Ca + i lo están por los B y E, y de la consideración de la 
red A'B' C[ se deduce que los puntos B' y (7'x-f-i están separa¬ 
dos por los i'yD'; pero, según esto, también los B y C\+i de¬ 
ben estar separados por los A y E, cosa imposible, pues de lo 
antes dicho se sigue que los A y C\ + j están separados por los 
B y E. 

El recíproco de este teorema será demostrado en el ar¬ 
tículo 17 . 

107. Hagamos ahora algunas observaciones sobre la si¬ 
guiente interesante cuestión: ¿Se podrían demostrar los nue¬ 
vos teoremas gráficos á que hemos llegado, sin el concurso de 
concepto de congruencia? Este concepto ha sido aplicado en 
la demostración del teorema que dice: Si A, B 0 , B í v P son 
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puntos propios dados en una recta, estando el B 1 entre los 
iyPyelll 0 entre los A y B u se puede hallar un número en¬ 
tero y positivo \, tal que al (A 4 - i) estm0 punto de la red AB 0 B, 
solamente le precedan puntos del segmento AP y que él mis¬ 
mo no pertenezca á este segmento. Se podría establecer este 
teorema independientemente del concepto de congruencia apo¬ 
yándose en el siguiente axioma: 

«Si en un segmento rectilíneo AB se pueden fijar puntos 
A u A 2 , A 3 , .en número indefinido, tales que estén A x en¬ 

tre A y B, A 2 entre A r y B, A 3 entre A 2 y B, etc., en él exis¬ 


tí A¡ A 2 A 3 C B 

tirá un punto C (que puede coincidir con B) tal que de cual¬ 
quier modo que se tome un punto D entre A y C, no todos los 
puntos de la serie A t A 2 A 3 .estén entre A y D, pero ningu¬ 

no de ellos esté entre O y B (* *).» 

Tomemos, en efecto, sobre una recta los puntos propios 
A, B 0 , P, y P, de manera que estén P, entre A y P y P 0 en¬ 
tre iy5„ con lo cual P t estará entre P 0 .y P, y construya¬ 
mos la red AB 0 B V Si los puntos P 2 , P 3 , ..... de la red AB 0 B t 


A B 0 B¡ D B„ C P 

fuesen todos del segmento AP, estarían: P 2 entre B { y P; 
B 3 entre B. ¿ y P, y así sucesivamente, y existiría un punto C 
(que puede coincidir con P) en el segmento AP, tal que, como 
en la recta AP se puede tomar el punto D entre los A y C, no 
todos los puntos de la red estuviesen entre A y D, y ninguno 
de ellos estuviese entre C y P; el punto D puede ser escogido 
de manera que CD y P, B 0 sean pares equivalentes respecto 
del punto límite A, con lo cual C y P 0 estarían separados por A 


(*) Se ve claramente que esto 119 es otra cosa que el concepto de limite, 
tomadodel Análisis, expresado con lenguaje geométrico. Ésta es la razón 
de que al punto C se le llame punto limite de la serie A , A 2 A 3 ., concep¬ 

to introducido por Klein (véase el lugar citado más adelante) para reme¬ 
diar la insuficiencia de la demostración de Staudt. 

Como muy bien hace observar el autor, la existencia del punto límite 
no es evidente, por lo cual se prefiere modernamente hacer uso del concep¬ 
to de congruencia, para lograr el fin que acabamos de indicar.— (N. T.) 
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y jB, y, por tanto, también por A y I), es decir, D estaría situa¬ 
do entre A y C. Entre OjDse podrían tomar dos puntos suce¬ 
sivos B n y B n + 1 de la red AB 0 B¿ los pares B 0 B 1 y B n B n + l se¬ 
rían equivalentes respecto del punto límite A, lo mismo que 
los B 0 B¡ y DO, luego también lo serían los DO y B n B n + 1 ; 
además, los puntos D y Bn+i estarían separados por los A y B n 
y, por consiguiente, también por los A y O, esto es, O se ha¬ 
llaría entre D y B n +i y, sin embargo, también B n + 1 entre 
CjD. , 

El axioma que sirvió á F. Klein para llenar el vacio que 
dejó Staudt (*) al fundamentar la proyectividad (•*) puede 
deducirse del teorema que acabamos de formular. El admitir 
éste como axioma, no estaría de acuerdo con la manera de 
ver á que venimos ateniéndonos, pues, aparte que no hay ob¬ 
servación que pueda referirse, en general, á un número inde¬ 
finido de. cosas, no es admisible aquel teorema desde nuestro 
punto de vista, porque no podemos (12) admitir infinitos pun¬ 
tos en un segmento sin dar á la palabra «punto» una genera¬ 
lización mayor que la que hasta ahora tenía, y sin alejarnos, 
por consiguiente, aún más de su primitivo significado. Tal ge¬ 
neralización se hace necesaria cuando se quieren considerar 
los puntos de las rectas en completa analogía con los térmi¬ 
nos de la serie compuesta por los números reales, raciona¬ 
les é irracionales; en tal caso, resulta mediante una defini¬ 
ción apropiada, á la que se une aquella proposición como teo¬ 
rema (***): 


(*) Mathem. Ann., ÍS73, tomo VI, pág. 136; 1874, tomo VII, pág. 532. 
Véase también: Cantor, Mathem. Ann., 1872, tomo V, pág. 123; Dede- 
kind, Stetiglceit und irrationale Zahlen , 1872, pág. 18.— (N. A.) 

(**) Staudt, Geometrie der Lage, 1847, pág. 50. Véase también: Tho- 
mae, Ebene geometrische Gebüde erster und zweiter Ordnung , 1873, pá¬ 
gina 12; Rey e, Die Geometrie der Lage, Primera parte, prólogo de la 2. a 
edición, ,1877; Klein, Mathem. Ann., 1973; tomo VI, pág. 531; 1880, tomo 
XVII, pág. 52; Darboux, Mathem. Ann., 1880, tomo XVII, pág. 55; 
Schur, Mathem. Ann., 1881, tomo XVIII, pág. 252.— (N. A.) 

(***) Véase el final del § 23 
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Adición al § 15. 

(Véase Mathematische Annalen, 1887, tomo XXX, pág. 128.) 

En el § fO (56) designamos como conceptos primiti¬ 
vos de la Geometría proyectiva los siguientes: punto, 
recta y plano como elementos, tomando estas palabras en su 
acepción ampliada; incidencia de dos elementos de distinta 
naturaleza y separación de dos pares de elementos en una figu¬ 
ra de primera categoría. Para la formación de estos concep¬ 
tos han bastado los axiomas establecidos en los dos primeros 
artículos (con el complemento indicado en la adición al § 1). 
Los conceptos primitivos de la Geometría proyectiva son, 
pues, independientes, no sólo de la «congruencia» y del «pa¬ 
ralelismo», sino también de cualquier axioma que se establez¬ 
ca para llenar la laguna existente en el fundamento de la pro- 
yectividad dado por Staudt. 

Muy diferente es lo que ocurre con los teoremas de la 
Geometría proyectiva; éstos pueden referirse á un grupo de 
principios fundamentales (77). Los principios fundamen¬ 
tales de la Geometría proyectiva están contenidos en 
los §§ 12 y 16; los enunciados en el § 12 (73 y siguientes) 
se derivan de los §§ 7, 8 y 9; de los dos que se enuncian en 
§ 16 (108), el uno es correlativo del otro ya obtenido en el 
§ 15 (97). Los medios que sirvieron para obtener los concep¬ 
tos primitivos de la Geometría proyectiva bastan también 
para la demostración de los principios fundamentales de ésta, 
salvo el demostrado en el § 15; éste es de naturaleza esen¬ 
cialmente diferente que los demás, y no podía demostrarse sin 
aumentar previamente los recursos auxiliares. La geometría 
proyectiva se hace así depender de la congruencia, pero que¬ 
da independiente del paralelismo. 

Si, para expresar la idea de una continuidad en la serie rec¬ 
tilínea, se establece un axioma, por ejemplo, en la forma dada 
en el núm. 107, nos separamos de la condición que desde el 
principio nos impusimos, según la cual es preciso que los con¬ 
ceptos fundamentales y los axiomas de la Geometría sean to¬ 
mados directamente de la experiencia y que todos los 
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restantes conceptos y teoremas puedan referirse exclusiva¬ 
mente á éstos. Debe, por consiguiente, la Geometría proceder 
desde un principio como ciencia que describe fenómenos na¬ 
turales y conservar este carácter hasta en sus más complica¬ 
das concepciones. Véase sobre esto: Prólogo, Introducción; 
§ i, números 1 , 2, 3 y 12; § 2, núm. I»; § 6, núm. »:*; § 12, 
núm. 77; § 15, núm. 107. Véase también: H. Vogt, Der 
Grenzbegriff in der Elementarmatliematik, Breslau, 1885 (Pro¬ 
grama núm. 157) 4 




§ 16— Figuras de primera categoría proyectivas (*j 


108. Vimos en el § 12 que todos los teoremas gráficos á 
que por entonces podíamos llegar son consecuencia de los de 
igual naturaleza contenidos en los §§ 8 y O, y para la par¬ 

te de Geometría de la posición por ellos limitada, se dedujo la 
existencia de las tres leyes de correlación de la circunstancia 
de ser permutables entre sí las palabras «punto» y «plano» en 
los teoremas fundamentales. 

Lo dicho en el artículo anterior amplía el campo de nues¬ 
tras investigaciones y permite agregar al grupo de aquellos 
teoremas los dos siguientes: 

Si sobre una recta los puntos A y B, están separados por los 
B 0 y P, se puede hallar un número entero y positivo n, tal que 
el n csimo p Un to de la red AB 0 B, coincida con P ó esté separado 
del (n + i) c8ira0 por los A y P; y si en un haz de planos los rayos 
A y B, están separados por los B 0 y P, se puede hallar un nú¬ 
mero entero y positivo n, tal que el n esimo plano de la red AB 0 B, 
se confunda con P ó esté separado del (n -j- l) esin '° por los A y P. 

El grupo así ampliado conserva la propiedad de ser per¬ 
mutables entre sí las palabras «punto» y «plano»; y como 
dentro de la Geometría gráfica no iremos en lo sucesivo más 
allá de lo que con la ayuda del grupo de teoremas fundamen- 


(*) Adoptamos la denominación de figuras de. primera categoría 
aplicada por Staudt, generalmente seguida en España, en lugar de la de 
figuras uniformes quo usa el autor.— (N. T.) 
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tales así ampliado puede obtenerse, resulta ya ahora su¬ 
ficientemente demostrada para nuestros fines la co¬ 
rrelación entre puntos y planos y, por consiguiente, 
también la correlación entre puntos y rectas de un plano y 
entre planos y rectas que pasan por un punto. Las tres leyes 
de correlación son, pues, aplicables á todos los teoremas grá¬ 
ficos del precedente artículo, pareciendo innecesario citar se¬ 
paradamente cada uno de los teoremas á que tal aplicación 
daría lugar. 

109. Hemos considerado últimamente series rectilíneas 
tales que puede pasarse de una á otra por medio de sucesivas 
proyecciones; las series que cumplen ésta condición se llaman 
proyectivas. Lo dicho en el § 15 permite enunciar, desde 
luego, los dos teoremas siguientes: 

Si las series ABCD y A'B'C'D' son proyectivas y los puntos 
A y B están separados por los C y D, también los A' y B' lo están 
por los C' y D'. 

Si las series ABCD y ABCE son proyectivas, los puntos D 
y E coinciden. 


Los elementos de una de dos series proyectivas pueden ser 
ordenados arbitrariamente, pero la disposición dada á los de 

uno de ellas determina, 
en general, la que han 
de tener los de la otra. 

Dos series compues¬ 
tas del mismo número de 
puntos, no superior á 
tres, son siempre pro¬ 
yectivas, de cualquier 
modo que se ordenen sus 
elementos (*)". 

Consideremos ahora 
cuatro puntos, A, B, C 
y J9 en una recta r. Por el punto D tracemos una recta s, y to¬ 
memos un punto P en el plano de las dos rectas r y s, exterior 
á ambas; si desde él se proyecta la figura ABC sobre s en 



'(*) Esta propiedad, evidente para series de un solo punto, ha sido de¬ 
mostrada en elnún. 105 para las de tres puntos y, por consiguiento, 
también para las de dos.— (N. T.) 
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A'B' C', y se designa por Q el punto de intersección de AB 
con CC', la serie ABCD se proyecta desde- P sobre s en 
A'B' C'D, ésta desde A sobre CC' en PQC'C y, por último, 
ésta desde B' sobre r en BADC. Por consiguiente, las figuras 
ABCD y BADCy, más general, Zas ABCD, BADC, CDAB y 
D C B A son proyectivas. 

Puesto que de los cuatro puntos A, B, C y D, dos de ellos 
separan á los otros dos, supongamos que los A y B, por ejem¬ 
plo, separan á los G y D. Si ABCD es una figura armónica, 
también son proyectivas ABCD, BACD, ABDC, CDBA y 
DCAB. Recíprocamente: Si ABCD y BACD son proyectivas, 
también lo son A'B' C'D' y BA CD, luego, designando por A" 
el punto de intersección de s y BQ, las series A'B' C'D' y 
A"B'C'D' son proyectivas, esto es, A" se confunde con A' y 
la serie ABCD es armónica. Si la serie ABCD no es armónica , 
ninguna de las BACD, ABDC, CDBA y Í)CAB es proyectiva 
con ella. Quedan aún otras 16 permutaciones, de las que 
pueden formarse con los puntos A, B, C y D; pero como ni los 
A y C están separados por los B y D, ni los A y D lo están 
por los B y C, la serie ABCD nunca será proyectiva con nin¬ 
guna de éstas 16 permutaciones. 

fliO. Los puntos A, A'; B, B'; C, C'; .de dos series pro¬ 

yectivas ABC..... y A'B'C' ...,. se llaman homólogos; y si 
dos puntos homólogos coinciden, se dice que las dos series tie¬ 
nen este punto correspondiente común (*). Cada dos partes 
homólogas de las dos series son proyectivas. Si tres puntos 
son de coincidencia, lo son todos. 

Sean s y s' series proyectivas compuestas de tres puntos, 
al menos, cada una, los cuales fijamos en un orden determi¬ 
nado, y designemos por r y r, respectivamente, sus bases 
(que no necesitan ser diferentes una de otra). Sea D un pun¬ 
to cualquiera de r. Si pertenece á la serie s, le corresponde un 
punto de r', completamente determinado, como homólogo en 
la serie s'. Si no pertenece á la serie s, se le considera agre¬ 
gado á ella y, por medio de uno cualquiera de los sistemas de 
proyecciones que conducen de s á s' , se amplía la serie s' con 
el punto D', tal que las figuras ampliadas continúen siendo 
proyectivas y, entonces, también D' es un punto de r' com- 


(*) Véase la nota del núm. 57. — (N. T.) 
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pletamente determinado. En ambos casos podemos, pues, de¬ 
cir que D y D' son puntos homólogos en la relación proyec- 
tiva (proyectividad) dada entre s y s' y, en este sentido, á 
cada punto de la recta r corresponde uno, y sólo uno, homó¬ 
logo en la r . 

Para establecer una relación proyectiva entre dos series, se 
pueden elegir arbitrariamente los puntos de una de ellas homó¬ 
logos de tres dados en la otra; pero una vez fijados los tres pa¬ 
res, la relación proyectiva queda completamente determinada. 

111. Las series, los haces de rectas y los haces de planos 
se llaman figuras de primera categoría (figuras funda¬ 
mentales de primera categoría). Si dos figuras de primera ca¬ 
tegoría son perspectivas ó entre ellas se pueden intercalar un 
cierto número de figuras también de primera categoría de tal 
modo que después de la intercalación cada, dos consecutivas 
sean perspectivas, aquéllas reciben el nombre de proyecti- 
vas, y á ellas son aplicables todas las expresiones que para 
las series que acabamos de definir. 

Toda figura de primera categoría es proyectiva consigo mis¬ 
ma. Dos figuras de primera categoría, proyectivas con una ter¬ 
cera, son proyectivas entre sí. Si las figuras de primera catego¬ 
ría ABCD y A'B'C'D' son proyectivas, y sus elementos A y B 
están separados por los C yD, también lo están los A! y B' por 
los C' y D'. Cada dos partes homólogas de dos figuras de prime¬ 
ra categoría proyectivas son proyectivas. Todos los teoremas 
antes enunciados para las series pueden generalizarse senci¬ 
llamente. 

Dos figuras de primera categoría compuestas del mismo nú¬ 
mero de elementos, no superior á tres, son siempre proyectivas. 
Tres pares de elementos homólogos determinan por completo una 
relación proyectiva entre dos figuras de primera categoría, de 
tal modo que á cada elemento que pueda considerarse como 
formando parte de la primera corresponde uno, y sólo uno, 
homólogo en la,otra. 

Si de dos figuras uniformes proyectivas una es armónica, 
también lo es la otra. Dos figuras armónicas cualesquiera son 
proyectivas. Según esto, la figura armónica ABCD es proyec¬ 
tiva con las BADC, CDAB, DCBA, BACD, ABDC, CDBA 
y DCAB, pero no lo es con ninguna de las 16 restantes per¬ 
mutaciones de sus elementos. Por el contrario, si ninguna de 
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las permutaciones de la figura uniforme ABCD es armónica, 
Zas BADC, CDAJS y DCBA son proyectivas con la ABCD, 
pero ninguna otra de las 20 restantes permutaciones lo es. 

Las figuras de primera categoría perspectivas son proyec¬ 
tivas. Recíprocamente: Si dos figuras uniformes están relacio¬ 
nadas proyectil amente y tres pares de elementos homólogos se 
hallan en posición perspectiva , los dos figuras son perspec¬ 
tivas (*). 

Ilíí. Las series de la misma base, los haces de planos de 
la misma arista y los haces de rectas concéntricos y situados 
en el mismo plano se dice que están superpuestas ó que 
tienen la misma base (**). 

Dos figuras de primera categoría , no superpuestas , proyecti¬ 
vas , que tienen un elemento de coincidencia, son siempre pers¬ 
pectivas. 

Si dos figuras de primera categoría proyectivas ABC . 

y A! B'C' . tienen la misma base, podrá ocurrir que sean 

homólogos no sólo Ay A' (los cuales deben ser, en esta con¬ 
sideración, diferentes uno de otro), sino también A y A, es 
decir, que A A'BCy A' AB' C' sean proyéctivas. Entonces, B 
y J3 son asimismo homólogos, puesto que AA'BB y A AB B 
son proyectivas, y los elementos homólogos pueden ser per¬ 
mutados entre sí. Se dice que tales figuras están en involu¬ 
ción, ó que los pares A A', BB', CC', .forman una involu¬ 

ción; los elementos de cada par se llaman conjugados y son 
permutables entre sí. Dos pares determinan la involución, es 
decir, el conjugado de cada elemento, y pueden ser elegidos 
arbitrariamente. 

113. El problema de: Dados dos pares de una invo¬ 
lución, construir el conjugado de un elemento co¬ 
nocido, nos da ocasión de completar la consideración hecha 


(*) Pues fijándonos, por ejemplo, en el caso de dos series ABC . y 

A' B'C', si las rectas A A', BB' y CC' pasan por un punto O, los haces 

O (ABC .) y O (A' B’C' .'i son provectivos y tienen tres rayos de 

coincidencia, luego todos los demás también son de coincidencia, es de¬ 
cir, las dos series son secciones del mismo haz.—("A. T.) 

(**) Usaremos indistintamente ambas denominaciones, correspondien¬ 
tes á las aufeinanderliegenden y vereignite Lage que usa el 
autor, entendiendo como base del haz de planos su arista, y del haz de 
rectas'no sólo su plano, sino también su vértice.— (N. T.) 
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al final del § IO. Cortábamos allí los lados de un cuadrivér¬ 
tice completo ABCD por una recta, obteniendo así los pun¬ 
tos F, G, H, F x , G x y 1I X de intersección con BC, CA, AB, AI), 
B D y CD , respectivamente, y demostramos entonces que el 
sexto punto queda determinado por los restantes; ahora pode¬ 
mos hacer ver que FF¡, GG X y IiH x son pares de una involu¬ 
ción, esto es, que los tres pares de lados opuestos de un cuadri¬ 
vértice completo son cortados por cada recta de su plano en 
pares de puntos de una involución. En efecto; la serie FGHH X 
es una sección del haz de rectas B{CGAH X \, es decir, del haz 
que forman las rectas BC, BG, BA y BH X , y la serie F x G X H X H 
es una sección del haz A(DG X H X B ); y como estos dos haces 
son perspectivos con el H X (CGAB) ó, lo que es lo mismo, 
H X (DG X AB), las series FGHH X y F X G X H X H son proyectivas, 
luego los pares FF X , GG X y HH X pertenecen á una involución. 

La construcción aplicada en el núm. Oí da, pues, el me¬ 
dio de hallar el punto H x conjugado del H en la involución 
definida por los pares FF X y GG X ; pudiendo pasarse fácilmente 
de este caso á los de haces de rectas ó de planos. También 
aparece ahora claro que pueden permutarse en aquella cons¬ 
trucción F con F x , ó G con G x . 

Si en una involución hay dos pares separados uno por otro, 
la misma posición relativa tendrán dos pares cualesquiera . Pues 
si los elementos iyi' están separados por los B y B' , uno 
de éstos, por ejemplo, el B, estará entre los A y A' por exclu¬ 
sión de C, pero no el otro, B'- luego el par A A' estará segura¬ 
mente separado por el BC, pero no por el BC', puesto que 
AA'B' C y A'ABC' deben ser figuras proyectivas, de donde 
se sigue que A y A' están separados por C y C', y lo mismo 
B y B' por C y C', etc. 

114. En las figuras proyectivas de la misma base, los ele¬ 
mentos correspondientes consigo mismos se llaman también de 
coincidencia (*). Los pares de elementos AA', BB', CC'..... 
de una figura de primera categoría armónicamente separados 
por dos elementos fijos F y G, forman una involución cuyos ele¬ 
mentos de coincidencia son F y G. Pues, según lo dicho en 


(*) El autor los llama dobles, denominación que no hay inconve¬ 
niente en utilizar cuando la proyectividad es involutiva. Véase la nota 
del núm. 57.— (N. T.) 
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el § II ( 68 ), FGA’B y FGAB', FGAB y FGA'B' son figu¬ 
ras proyectivas, de donde se deduce la proyectividad de 
FGAA'B y FGA'AB', y, más general, de FGAA'BC..... 

y FGA'AB'C' . Recíprocamente: Si A jj A.' son elementos 

conjugados de una involución que tiene los elementos de coinci¬ 
dencia F y Gr, la figura FGAA' es armónica; pues, en tal caso, 
las figuras FGAA' y FfGÁ A son proyectivas. Además, re¬ 
sulta ( 68 ) que: Si A A' y BB' son pares de una involución con 
dos elementos de coincidencia , no estarán separados uno por 
otro. 

Según esto, no en todas las involuciones y, por consi¬ 
guiente, no en todas las proyectividades entre figuras super¬ 
puestas, existen dos elementos de coincidencia (*). Pero, si 

dos figuras uniformes proyectivas ABC. y A'B'C'..... son de 

la misma base y tienen un elemento de coincidencia F, tendrán 
también (con una excepción que en seguida indicaremos) un 
segundo elemento de coincidencia. Sean, en efecto, A y B dos 
elementos que no coinciden con sus homólogos (**), en cuyo 
caso los pares AB' y BA! determinan una involución, y sea G 
el elemento conjugado en ella del F; las figuras FGAB y 
GFB'A' serán, pues, proyectivas y, por consiguiente, tam¬ 
bién lo serán las FGAB y FGA'B', luego G es también ele¬ 
mento de coincidencia de la proyectividad dada. Observemos, 
con este motivo que: Si en una figura de primera categoría 
FGAB y FGA'B' son proyectivas, los pares FG, AB' y A'B 
pertenecen á una involución, y reciprocamente; y entonces, tam¬ 
bién FGAA' y FGBB' son proyectivas. 

Para que las figuras de primera categoría de la misma base 
proyectivas ABC..... y A'B'C' ., con un elemento de coin¬ 

cidencia F, no tengan ningún otro de esta especie, es preciso 
que F sea al mismo tiempo conjugado consigo mismo en la in¬ 
volución determinada por los pares AB' y BA' (esto es, que 
FAB'B y FB'AA' sean proyectivas). En tal caso, si M es el 
cuarto elemento armónico de ABF (con lo cual FAB'M y 
FB'AM son proyectivas y, por consiguiente, también lo son 
FMAB'B y FMB'AA'), será el otro elemento de coincidencia 


(*) Vétase más adelante el § 23. 

(**) Es preciso suponer, además, que A y B son diferentes de B' y A ', 
respectivamente, cosa siempre posible.— (N. T.) 
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de aquella involución, luego, á la vez, el cuarto elemento ar¬ 
mónico de B' A F, es decir, que los pares AB y Á B' son equi¬ 
valentes respecto del elemento límite F , y lo mismo ocurre á 
los pares AC y A' C ', etc. Por esto, llamaremos á una relación 
de esta naturaleza equivalencia respecto del elemento 
límite F; tal relación no es involutiva. Para.su determina¬ 
ción hay que dar, además del elemento límite F, dos elemen¬ 
tos homólogos A y A'; entonces, construyendo A" como cuarto 
armónico de A'FA, los pares A A' y A'A" son equivalentes 
respecto del elemento límite F, y se tienen ya tres pares FF, 
AA y A'A" para determinar la relación proyectiva. 

115 . Si en una recta r (*) se da una relación proyectiva, 
pero no involutiva, entre dos series s y s u y al punto B de la 
recta r, que no es de coincidencia, corresponde en la rela¬ 
ción ss t el punto C y en la s x s el A, los puntos A y C son dife¬ 



rentes, no sólo de B, sino también entre sí. Si, pues, C y D 
son puntos homólogos en la proyectividad 88 ít ésta queda de- 


(*) Yéase Journal filr die reme und angewandte Mathematik, 1881, 
tomoXCI, pág. 349.— (N. A.) 
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terminada por los cuatro puntos A, B, Cy D, que dan los tres 
pares AB, BC y CD de puntos homólogos. 

Sean Z y X los puntos que respectivamente corresponden 
á uno Y, variable en la recta r, en las relaciones ss { y s l s. 
Tracemos por B una recta r, y tomando en el plano rr el 
punto O, fuera de las dos rectas, proyectemos desde él sobre r' 
la serie CD YZ\ si B ' C'X' Y es la proyección, ABX Y y BCYZ 
son proyectivas, B CYZ y BB'X'Y' perspectivas, luego ABXY 
y BB'X'Y' son proyectivas, y lo mismo ocurre á los haces de 
rectas Y'(ABXY) é Y(BB'X'Y'), los cuales no sólo son pro- 
yectivos, sino también perspectivos. Si, pues, las rectas XI 
é YX' se cortan en el punto P, los A, B y P están en línea 
recta, es decir, P está en la recta fija AB . 

Sean L y N los puntos homólogos de uno M de la recta r 
(diferente de los A, B y C) en las proyectividades ss, y s t s. 
Si L' y M' son las proyecciones de M y N desde O sobre r', las 
figuras ABLX y BCMY, así como las BCMY y CDNZ, son 
proyectivas y las CDNZ y B' C'M' Y son perspectivas, lue¬ 
go las ABLX y B'C'M'Y' son proyectivas. Considerando 
ahora el punto Q de intersección de las rectas XI y LM , 
vemos que los haces M'(ABLX) y Q(B C M Y ) no sólo son 
proyectivos, sino también perspectivos, puesto que las rec¬ 
tas M'L y QM' coinciden. Según esto, el punto de intersección 
de los rayos M'A y QB' está en línea recta con C' y X ó, di¬ 
cho de otro modo, los rayos M' A y QB se cortan en la rec 
ta C'X. Además, los haces A(BB'C'M') y B'(XPY Q) son 
perspectivos, pues los rayos AB y B X se encuentran en X, 
los AC y B' Y' en C', los AM' y B' Q en C'X y los AB' y B'P 
coinciden. Las series BB'C'M'y XPY'Q, así como lasBB'C'M' 
y BCDN y también las BCDN y ABCM son, por consi¬ 
guiente, proyectivas, de donde, finalmente, se deduce la pro- 
yectividad de las XP Y' Qy ABCM. 

Proyectemos Q desde O sobre r en R. Entonces, X YZR y 
XPY'Q son perspectivas, luego XYZR y ABCM son proyec¬ 
tivas. Puesto que, por una elección conveniente del punto M, 
se puede hacer que la figura ABCM sea proyectiva con una 
dada, compuesta de cuatro elementos distintos, resulta que 
á cado punto Y de la recta r corresponde uno R, determinado 
por la condición de que la figura XYZR sea proyectiva con 
una fija. Si M es uno de los puntos de coincidencia, los L y N 
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se confunden con él, el L' con el M', la recta TJ M' con la 
OM y el punto R ocupa siempre la posición M. En cualquier 
otro caso, al variar Y, las rectas C'X y B' Q describen haces 
perspectivos de vértices C' y B', respectivamente, cuyo eje 
perspectivo es AM'\ luego, al mismo tiempo, los puntos X y 
Q describen series proyectivas de bases r y LM' y, por con¬ 
siguiente, también la relación entre las figuras descritas por 
los puntos Y y R de la recta r es una proyectividad, Por úl¬ 
timo, si á los puntos Z y R corresponden los Z, y S en la re¬ 
lación ss { , las figuras XYZR ó YZZ { S son proyectivas, es 
decir, la YZZ x l5 es proyectiva con la figura fija y los puntos Z 
y S se corresponden en la proyectividad que, entre las series 
descritas por los puntos Y y R, existe. Los pares de esta re¬ 
lación se transforman,,por.consiguiente, mediante la proyec¬ 
tividad ss, en pares de ésta; podemos, pues, decir que la re¬ 
lación YR es homóloga de sí misma en la proyectividad ss,. 

Si sobre una recta r en la cual se ha definido una relación 
proyectiva por medio de dos series s y s L proyectivas, pero no 
en involución, se construyen los puntos X y Z homólogos de uno 

Y en las proyectividades s,s y ss 1? respectivamente , y, además, 
el punto R tal que la serie XYZR sea proyectiva con una figura 
fija , la relación que se establece entre los puntos Y y R es una 
proyectividad homóloga de sí misma en la ss,. No obstante, si, 
para una posición de Y, el punto R se confunde con uno de 
coincidencia de la proyectividad ss,., lo mismo ocurrirá para 
cualquiera otra. 

Sea T el punto (diferente del R) homólogo 'del R en la pro¬ 
yectividad s,s. Las series YRXT y ZSYR son proyectivas, 
luego también lo son las YRXT y RYSZ; por consiguiente, 
los pares TZ, R Y y SX pertenecen á una involución y las 
figuras XZYR y STRY son perspectivas. De aquí se sigue, 
que si se toma armónica la figura XZYR, también lo son 
STRY y TSR Y y son proyectivas XZYR y TSRY ; luego, 
entonces, Y queda determinado por R de igual modo que R 
lo está por Y. 

Si sobre una recta r en la cual se ha definido una relación . 
proyectiva por medio de dos series s y s, proyectivas , pero no 
en involución , se construyen los puntos X y Z homólogos de uno 

Y en las proyectividades SiS y ss,, respectivamente, y, además, 
el cuarto punto armónico, R, respecto de los XZ Y, los pares YR 
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forman una involución que se transforma en si misma en la 
proyectividad sSi (*). No obstante, si la relación ss { es una 
equivalencia, cualquiera que sea la posición de Y, el punto R 
coincide con el punto límite de la equivalencia. 

Propiedades análogas se verifican en los haces de rectas 
y en los de planos. 


(*) Este teorema ha sido demostrado por Chasles por medio del cálcu¬ 
lo: Traite de Géometrie supérieure, 1852, núm. 276. Schroter dió una 
demostración geométrica en Journal für die reine und angewandte Ma- 
thematik ) 1874, tomo LXXVII, pág. 120; Die Theqrie der Kegelschnitte, 
tercera edición, 1898, pág. 63.— (N. A.) 
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110. Pasemos ahora á ocuparnos de las figuras de se¬ 
gunda categoría, comprendiendo bajo este nombre las figu¬ 
ras planas y las radiadas. 

Si se proyecta, una ó más veces, una figura plana com¬ 
puesta de un número cualquiera de puntos, se obtiene otra 
figura plana de igual número de puntos que la primera y tal 
que si varios puntos de la una están en línea recta, sus corres¬ 
pondientes en la otra también lo están. Debido á esta circuns¬ 
tancia, las dos figuras se llaman colineales (*), pero esta 
denominación se aplica de un modo más general á dos figuras 
de segunda categoría que son perspectivas ó entre las cuales 
se pueden intercalar un cierto número de figuras, también de 
segunda categoría, de manera que, después de la intercala¬ 
ción, cada dos figuras consecutivas sean perspectivas. Se pue¬ 
den considerar las figuras de primera categoría como casos 
particulares de las de segunda y, en consecuencia, llamarlas 
también homográficas cuando son proyectivas. 

Toda figura de segunda categoría es homográfica consigo mis¬ 
ma. Cada dos partes homologas de dos figuras de segunda catego¬ 
ría homográficas son homográficas. Dos figuras de segunda cate¬ 
goría, homográficas con una tercera, son homográficas entre sí. 

II 7 . Para relacionar homo gráficamente dos figuras de se- 


(*) Nosotros, sin embargo, adoptaremos la denominación de homo- 
gráficas, debida á Chasles, que es la generalmente usada en España. 
Los autores alemanes, siguiendo á Móbius, emplean la de colineales, y 
únicamente algunos aplican la de homográficas á las figuras de primera 
categoría proyectivas.— (N. T.) 
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gunda categoría se puede hacer corresponder á cuatro elementos 
de la una, que sean de igual naturaleza y no pertenezcan de tres 
en tres á una figura de primera categoría, cuatro elementos cua¬ 
lesquiera de la otra, que cumplan estas mismas condiciones (*), 
por ejemplo, si se toman en nn plano cuatro puntos A, B, C 
y I), entre los ,cuales no hay trps en una recta, y en el mismo 
ó en diferente plano otros cuatro puntos A', B', C' y D', en los 
cuales tampoco hay tres en línea recta, las figuras ABCD y 
A' B'C'D' son homográficas. 

Se reconoce fácilmente la certeza del teorema general una 
vez vista la del caso particular enunciado. Para probar la de 
éste consideremos él punto M de intersección de AB con CD, 
el M' de intersección de A'B' con C'D', y un plano P, dife¬ 
rente del A'B' C', trazado por A'B'. Entonces se podrá pasar, 
mediante un adecuado sistema de proyecciones, de la figura 
ABGDMá una contenida en el plano P, de manera que sean 
homólogos los puntos A y A', B y B' y M y M', y si al hacerlo 
así resultan los puntos C { y D, como homólogos de los C y D, 
las figuras A'B'C i D l y A' B' C' D' son perspectivas, siendo su 
centro perspectivo el punto de intersección de (7, C' con D X D'. 

118. Una homo grafía entre dos figuras de segunda categoría 
está completamente determinada cuando se conocen los homólogos 
de cuatro elementos de la misma naturaleza de una de ellas que 
de tres en tres no pertenezcan á una figura de primera categoría. 

Para demostrarlo, basta probar el caso particular siguien¬ 
te: Si ABC DE y ABCDE' son dos figuras planas homográ- 
ficas, compuesta cada una de cinco puntos, y tres cualesquie¬ 
ra de los A, B, C y D no están en línea recta, los E y E' coin¬ 
ciden; lo cual se consigue sin más que observar que, en vir¬ 
tud de la homografía entre los haces A (BODE) y A(BCDE'), 


(*) Acaso no sea ocioso advertir que una voz fijada la naturaleza do 
las dos figuras y la de los cuatro elementos tomados en una de ellas, la de 
sus homólogos está completamente determinada por la condición de que 
se pueda pasar de aquéllos á éstos por el intermedio de sucesivas figuras, 
cada una de las cuales sea perspectiva con la anterior; es decir, que si las 
dos figuras consideradas son planas, la correspondencia ha de ser punto á 
punto y recta á recta; si la una es plana y la otra radiada, á los puntos y 
rectas de fa primera han de corresponder las rectas y planos de la segun¬ 
da y, por último, si las dos figuras son radiadas, han de corresponderse 
recta á recta y plano á plano.— (N. T.) 





§ 17 .— figuras iiomográficas 


191 


las rectas AE y AE' son idénticas, y lo mismo sucede á las 
BE y BE', CE y CE' y DE y DE'. 

819. Para establecer ahora el concepto de homo grafía 
con mayor generalidad, procederemos del siguiente modo: 
Sean O, A y A' tres puntos dados en una recta, y P un plano 
que no pasa por ninguno de ellos. A cada punto B, exterior á 
la recta A A', le hacemos corresponder el punto B' de OB, 
cuya recta de unión con A' encuentra á la AB en un punto 
de P ; si, por el contrario, i?, es un punto d e A A', diferente 
del O, tomaremos como auxiliares un punto B, exterior al 
plano P (*), y su correspondiente B', y haremos corresponder 
al punto P, el B' de A A', cuya recta de unión con P' encuen¬ 
tra á la PP, en un punto de P; por último, al punto O le ha¬ 
cemos corresponder consigo mismo. Es preciso demostrar que 
la posición de P' es independiente del punto auxiliar B esco¬ 
gido. Sean, en efecto, C un punto cualquiera, exterior á los pla¬ 
nos P y OAB, y C' su homólogo, situado en OC, de tal modo, 
pues, que A C y A' C' se encuentran en un punto de P. En vir¬ 
tud de la perspectividad de los triángulos ABC y A'B'C', las 
rectas BC y B' C', CA y C'A' yiJ5y A'B' se cortan en pun¬ 
tos de una recta, luego también BC y B' C' concurren en un 
punto de P; y lo mismo sucede á P, C y B¡C', por la perspec¬ 
tividad de los triángulos P, P C y B[B'C'; es decir, que en la 
construcción de B[ puede reemplazarse P por C. Además, si (7, 
es otro punto del plano OAB, exterior al plano P y á la recta 
A A' y, por consiguiente, también al plano OAC, se puede uti¬ 
lizar el punto (7, en vez del C y, por tanto, también del P (**). 


(*) Y, también, naturalmente, á la recta AA'.— (N. T.) 

(**) Puede verse fácilmen¬ 
te, de una vez, que la posición 
de 15' sólo depende de los ele¬ 
mentos dados O, A, A', B , y P. 
Basta para ello observar que, si 
L, M y N son los puntos en que 
el plano P encuentra á las rec¬ 
tas O A, AB y A'B', y 1515, y 
B' B', respectivamente, el cua¬ 
drivértice MN BB' determina 
sobre la recta A A' ( 113 ) la in¬ 
volución OL.AB, ,A 'B' en la 
que los dos pares OL y AB X sólo dependen de los elementos dados.— (N. T.) 
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Estas mismas consideraciones muestran que las rectas CC X 
y C' G[ se. cortan en P, y que lo mismo sucede á las BC X y 
B'C[. Así, pues, si se designan por DD' y EE' dos pares de 
puntos homólogos, las rectas DE y D'E' se encuentran en un 
punto de P; por consiguiente, se puede reemplazar el par 
A A' por cualquier otro par de puntos correspondientes,-que 
sean distintos entre sí- El punto O y los del plano P son los 
únicos homólogos de sí mismos. 

i20. Si llamamos perspectivos dos grupos de puntos 
cuando están relacionados de manera que las rectas que unen 
cada par de puntos homólogos pertenecen á una radiación, 
la correspondencia que acabamos de definir constituye una 
perspectividad de naturaleza especial. La llamaremos pers- 
pectividad colineal (*), porque á puntos de una recta co¬ 
rresponden siempre puntos de otra recta. En efecto, si A, B 
y C son tres puntos de una recta r, sus homólogos A ', B' y C 
están sobre una recta r'. Pues, si la recta r está contenida en 
el plano P, los puntos A, B y C son homólogos de sí mismos; 
si es exterior al plano P, sin contener el punto O, las rectas 
A'B' y A' C se confunden en una, puesto que pasan por el 
punto rP; y, finalmente, si pasa por el punto O, los A', B y C 
están en la misma recta r. Llamaremos á las rectas r y r , 
homólogas. Las rectas situadas en el plano P y las que pasan 
por el punto O son las únicas homólogas de sí mismas. Cada 
par de rectas homólogas se encuentran en un punto de P, y 
su plano pasa por O. 

A toda figura plana corresponde una figura plana; á sus 
planos se les llama homólogos. El plano P y todos los que pa¬ 
san por O son los únicos homólogos de sí mismos. Cada dos 
planos homólogos se cortan en una recta del P. Si DD' y EE' 
son pares de planos homólogos, el plano de las rectas DE y 
D'E' pasa por O. 

Con esto, la correspondencia establecida se extiende á figu¬ 
ras que constan de puntos, rectas y planos en posición cual- 


(*) Nosotros, sin embargo, adoptaremos la denominación de homolo¬ 
gía, debida á Poncelet, que es la generalmente usada en España, y, en 
consecuencia, llamaremos centro y plano central déla homología 
á los elementos que, poco más adelante, designa el autor por centro 
perspectivoy sección perspectiva.— (N. T.) 
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quiera (*), y se ve que está definida cuando, además del pun¬ 
to O y del plano P, los cuales son bases (**) de figuras de coin¬ 
cidencia, se dan dos puntos ó dos planos homólogos (***). La 
definición es correlativa de sí misma. 

Toda figura plana, cuyo plano no pasa por O, es perspec¬ 
tiva con su homologa, siendo este punto O su centro perspec- 
tivo; y toda figura radiada, cuyo vórtice no esté en P, es pers¬ 
pectiva con su homóloga, siendo este plano P el de su sección 
perspectiva. Llamaremos, por esto, centro perspectivo y 
sección perspectiva de nuestra correspondencia general, 
al punto O y al plano P, respectivamente. 

Si se toma una figura en un plano que pase por O, la homó¬ 
loga está en el mismo plano, y si A y A' son puntos homólogos 
diferentes, exteriores á este plano, la primera figura se pro¬ 
yecta desde A sobre P en la misma figura que la segunda se 
proyecta desde A'. De modo análogo se comportan las figuras 
radiadas homologas cuyos vértices están en P . Según esto, 
cada dos figuras de segunda categoría homologas son homo- 
gráficas; de donde se sigue, que si ABCD y A' B' C D son 
figuras de primera categoría homologas, y los elementos A y 
B están separados por los C y D, también los A y B lo están 
por los C' y I)' . Además, sabemos que á elementos incidentes 
corresponden otros en igual posición. Por consiguiente, las 
figuras de tercera categoría homológicas tienen comunes todas 
las propiedades gráficas. 

Dos figuras planas de bases diferentes , perspécticas, pueden 
considerarse, como partes homólogos de dos figuras de tercera ca¬ 
tegoría homológicas. Pues, además del centro de homología, se 
tienen dos -planos homólogos por cuya recta de intersección se 
puede trazar arbitrariamente el plano central de la homo¬ 
logía. 

Análogamente, dos figuras radiadas de vértices diferentes , 


(*) Estas figuras se llaman de tercera categoría, denominación 
que, para simplificar, adoptaremos á pesar de no ser usada por el autor. 
También se llaman figuras en el espacio. — (N. T.) 

(**) A semejanza de lo hecho en las figuras de primera categoría, lla¬ 
maremos base de una figura radiada á su vértice, y de una figura plana 
á su plano. <—(N. T.) 

(***) O, también, dos rectas homologas que, como aquellos puntos ó 
planos, sean diferentes una de otra.— (N. T.) 
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perspectivas, pueden considerarse como partes homologas de dos 
figuras homológicas. 

121. Ampliando las anteriores observaciones, podemos 
generalizar ahora la definición de homografía, extendiéndola 
á las figuras de tercera categoría cuyos elementos homólogos 
sean de la misma naturaleza. Dos de estas figuras se llaman 
homográficas si son homológicas ó entre ellas puede interca¬ 
larse un cierto número de figuras de tal modo que, después 
de esta intercalación, cada dos figuras consecutivas sean ho¬ 
mológicas. 

Toda figura es homográfica consigo misma. Cadas dos partes 
homólogas de dos figuras homográficas son homográficas. Dos 
figuras homográficas con una tercera son homográficas entre sí. 
Los conceptos de homología y homografía son correlativos de 
sí mismos. 

122. Dos figuras ABCDE y A'B'C'D'E', cada una de las 
cuales consta de cinco puntos que de cuatro en cuatro no están en 
un plano, son homográficas. 

En efecto, si M es la proyección de E desde T) sobre el pla¬ 
no ABC, y M' es la de E' desde D' sobre el plano A'B'C', las 
figuras ABC AI y A'B'C'M' son homográficas, y si en esta ho- 
mograña corresponden los puntos D, y E { á los D y E, las figu¬ 
ras AiB' C'D l E i y A'B' C'D'E' son homológicas, siendo cen¬ 
tro de la homología el punto de intersección de las rectas 
D X D' y E { E', y plano central el A'B'C'. 

Una homografía está completamente determinada cuando se 
conocen los homólogos de cinco puntos que de cuatro en cuatro 
no están en un plano; es decir, que si las figuras de seis pun¬ 
tos ABCDEF y ABCDEF' son homográficas y entre los pun¬ 
tos A, B, C, D, E y F no hay cuatro que estén en un plano, 
los F y F' coinciden. Pues, como las radiaciones A(BCI)EF) 
y A (BCDE'F') son homográficas, las rectas AF y AF' coin¬ 
ciden, y lo mismo sucede á las BF y BF', CF y CF', DF 
y DF' y EF y E'F'. 

Los teoremas correlativos no necesitan ser enunciados 
particularmente. 

12ÍÍ. Las figuras homográficas, sean ó no homológicas, se 
llaman también proyectivas, pero esta denominación no se 
aplica exclusivamente ai caso de la homografía. Las figuras 
homográficas cuyos elementos homólogos son de igual naturaleza, 
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tienen comunes todas las propiedades gráficas. Así, por ejemplo, 
las propiedades gráficas de una serie no se modifican por nin¬ 
guna proyección. La propiedad recíproca de que dos series que 
tienen comunes todas las propiedades gráficas son proyecti- 
vas, se ha demostrado ya (106). Esto mismo ocurre en las 
figuras más generales. Para verlo, formemos primero en dos 
figuras de segunda categoría, con elementos de igual naturale¬ 
za, las figuras ABCDEy ABCDE', que tengan comunes todas 
las propiedades gráficas y sean tales que tres cualesquiera de 
los elementos A, B, C y D no pertenezcan á una figura de pri¬ 
mera categoría. Cada dos de estos elementos, A y B, determi¬ 
nan otro, AB, correlativo en aquella figura; los AB, AC, AD 
y AE, así como los AB, AC, AD y AE', están en una figura 
de primera categoría; luego, como estas figuras deben tener co¬ 
munes todas las propiedades gráficas, AE y A E' coinciden, y 
del mismo modo coinciden BE y BE', CE y CE', DE y DE' 
y, por consiguiente, E y E'. Finalmente, formemos con pun¬ 
tos ó planos las figuras ABCDEF y ABCDEF', que también 
tengan comunes todas las propiedades gráficas y sean tales 
que cuatro elementos cualesquiera de los A, B, C, D y E no 
pertenezcan á una misma figura de segunda categoría; enton¬ 
ces, coinciden AF con AF’, BF con BF' , etc. y, por consi¬ 
guiente, .Fcon F'. Resulta, pues, que si la figura ABCDEF 
está formada por seis puntos, de tal modo que entre los A, B, 
C, DyE no haya cuatro en un plano, y la figura A'B' C' D'E'F' 
lo está de manera que tenga comunes todas las propiedades 
gráficas con la ABCDE, ambas son homográficas entre sí. 
Podemos, por consiguiente, enunciar el teorema: 

Una relación en la que á cada punto corresponde otro, de 
manera que cada dos figuras homólogas tienen comunes todas las 
propiedades gráficas, es una homografía. 

A esta clase de relaciones pertenece la congruencia. Por 
medio de dos figuras congruentes, cada una de las cuales se 
compone de tres puntos propios no situados en línea recta, se 
puede establecer una corrfespondencia que se extiende á todos 
los puntos, rectas y planos, en la cual cada dos figuras homó¬ 
logas son congruentes y tienen comunes todas las propieda¬ 
des gráficas. Las figuras congruentes pueden ser miradas 
siempre como partes homólogas de tales figuras. Luego: 

Las figuras congruentes son homográficas. 
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1ÍÍ4. Puesto que no varían las propiedades gráficas de 
una figura plana al proyectarla sobre otro plano, por consi¬ 
guiente, más en general, por transformación en una figura 
plana homográfica, se puede, desde luego, llamar á tales pro¬ 
piedades proyectivas, esto es, propiedades que se transmi¬ 
ten por proyección. Y de la misma manera que, como antes 
se ha dicho, se llaman proyectivas las figuras homográficas, 
cualquiera que sea su naturaleza, se extiende la denomina¬ 
ción de propiedades proyectivas á las propiedades gráfi¬ 
cas de figuras cualesquiera. En consecuencia, se llama tam¬ 
bién á la Geometría de la posición Teoría de las propie¬ 
dades proyectivas de las figuras ó Geometría pro- 
yectiva. 
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125. Como ya se ha dicho, el nombre de proyectividad 
no se aplica solamente á las relaciones homográficas. Para 
conocer también las restantes relaciones comprendidas bajo 
tal denominación se puede partir de la noción siguiente. 

Sean p, q y r tres rectas que de dos en dos no se encuen¬ 
tran. La recta de intersección de los planos que un punto cual¬ 
quiera de la p determina con las q y r encuentra á las tres 
dadas; por cada punto de una de éstas se puede trazar una de 
tales rectas, y sólo una; dos cualesquiera de ellas no pueden 
encontrarse. Ahora, si las rectas a, b, c y d cortan á la p en 
A, B, C y D, á la q en A', B', C' y D' y á la r en A", B", C" 
y ’d", las series ABCD y A'B'C'D', por ejemplo, son perspec¬ 
tivas con el haz de planos r(abcd) y, según esto, las ABCD , 
A'B'C'D' y A"B"C"D" son proyectivas. 

Recíprocamente, si sobre las rectas p y q, que no se cor¬ 
tan, se toman las series proyectivas ABCD y A'B'C D', toda 
recta r que encuentra á las AA', BB' y CC encuentra tam¬ 
bién á la DD'. Pues dos cualesquiera de las rectas A A', BB' 
y CC’ no pueden cortarse, luego lo mismo sucede á las p, q y r 
y, por consiguiente, se puede trazar por D una recta d que 
corte á las q y r, y si D'' es, por ejemplo, el punto de inter¬ 
sección con q , las series A'B’C'D' y A'B'C D son proyectivas 
con la ABCD , luego D" se confunde con D' y DD' con d, y 
esta recta y la r están en un plano. Por consiguiente, si las 
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tres rectas^, q y r , que no se cortan de dos en dos, son en¬ 
contradas por las cuatro rectas a, b, c y d, toda recta que sea 
cortada por las a, b y c lo es también por la d. 

126. Utilizando como figuras auxiliares dps series pro- 
yectivas cuyas bases j» y q no se cortan, haremos correspon¬ 
der ahora á cada punto N un plano N' y á cada plano P un 
punto P'. Por el punto N pasa una recta a que corta á las p 
y q en puntos A y A x , á los cuales corresponden en q y p, res¬ 
pectivamente, en virtud de la proyectividad dada, los B x y B; 
éstos determinan con el N un plano NBB X que designamos 
por N'. El plano P corta á p en C y á g en sean CD X 
y DC X pares de puntos correspondientes de la proyectividad 
dada; entonces, la recta Dl) x corta al plano P en un punto 
que designamos por P". Si convenimos en llamar homólogos 
á los elementos N y A T ', así como á los P y P', también lo son 
N' y N y P' y P, y todo punto está en su plano homólogo. 

Las series ABCD y B i A l D x C í son proyectivas, luego 
también lo son las ABCD y A i B í C i D l ‘, por consiguiente, 
toda recta que corte á las AA X , BB X y CC X corta también á 
la DD X . La recta PN' corta siempre á las BB X y CC X ; si N 
está en P se cortan, además, PN' y ^1^4, y, por tanto, tam¬ 
bién PN' y DD X , es decir, el plano N' contiene el punto de 
intersección P' del plano P con la recta DD X . El plano N' 
gira, pues, alrededor del punto P', mientras N se mueve so¬ 
bre P. Según esto, si el punto N recorre una recta h, el pla¬ 
no N' gira alrededor de una recta determinada h', y mientras 
el plano P pasa por h, el punto P' se mueve sobre h'. Las rec¬ 
tas 7i y h' , óh' yh se llaman homologas. Un haz de rectas cuyo 
vértice es homólogo de su plano se compone únicamente de 
rectas homólogas de sí mismas. Una recta no situada en nin¬ 
guno de tales haces es siempre diferente de su homóloga y no 
tiene con ella punto alguno común. Toda recta que corta á 
dos rectas homólogas (diferentes) es homóloga de sí misma; 
toda recta homóloga de sí misma que corta á una recta corta 
también á su homóloga. 

127. Los pares de elementos que pueden formarse por me¬ 
dio de esta correspondencia relativa á todos los puntos, rec¬ 
tas y planos se dice que forman un sistema focal (*). Á 


(*) Adoptamos esta denominación, debida á Chasles, que es la gene- 
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los puntos P, Q, R y S de una recta h corresponden los pla¬ 
nos P', Q', R' y S' que pasan por la recta homologa h , y las 
figuras PQRS y P'Q’R'S' son proyectivas. Pues si h y h' son 
distintas, las dos figuras son perspectivas, y si, por el contra¬ 
rio, h y h' coinciden, designando por n y n dos rectas homó- 
logas distintas, por Q l} Ri y $i l° s puntos en que la n corta 
á los planos P', Q', R' y S' y por P 2 , Q*, P 2 y S 2 \o.s puntos en 
que estos mismos planos son cortados por la n , resulta que 
los puntos P, P, y P 2 están en línea recta, y lo mismo sucede 
á los Q, Q, y Q 2 , R, R, y P 2 y -S, 5, y /S 2 , y las figuras PQñ£ 
y PjQ^jaS', son proyectivas y, además, las P^P^i y 
P'Q'R'S' perspectivas. 

Si u y v son dos rectas de coincidencia que no se cortan 
y a, &, c y d otras rectas, también de coincidencia, que cor¬ 
tan á la u en A, B, C y D y á la v en A „ P 1} <7i Y las se¬ 
ries JLPPP yA x B l C i l) l son proyectivas, pues los planos tía, 
ub, uc y ud son homólogos de los puntos A, B, C y D y pa¬ 
san, respectivamente, por A x , B í} C\ y D t . De esta propiedad 
se deduce una consecuencia muy importante. Para engendiai 
el sistema focal so daban dos rectas de coincidencia (p y q) 
que no se cortasen y otras tres, también de coincidencia (por 
ejemplo, las^, BA X y CB X ) que cortasen á aquéllas; ahora 
vemos que estos elementos determinativos pueden ser elegi¬ 
dos arbitrariamente, y que cada sistema de ellos produce un 
sistema focal único. 

También dos haces de rectas homologas efgh y e'f'g'h' 
son proyectivos, pues si se toma en el plano ef del primer haz 
una recta k, que no pase por su vértice ef , y se designa por k 
la recta homóloga, la cual pasará por el vértice e f del se¬ 
gundo haz, sin estar en su plano e'f , la serie k {efgh) es pro- 
yectiva con el haz de planos k' {efgh). Según esto, cada 
dos figuras de primera categoría homologas son proyectivas. 

128. Lo dicho hasta aquí demuestra además que, en un 
sistema focal, á elementos incidentes corresponden elementos 
incidentes y á pares de elementos separados, pares también 
separados, de donde resulta, sin limitación alguna, que dada 
una figura cualquiera F, formada por puntos, rectas y planos, 


raímente usada en España, en lugar de la de sistema nulo que, si¬ 
guiendo á Mobius y Staudt, usa el autor.— (N. T.) 
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en número y posición cualesquiera, existe otra F' formada 
por los elementos correlativos, la cual tiene exclusivamente 
todas las propiedades gráficas correlativas de las que posee 
la F. Por consiguiente, si designamos por a y (3 propiedades 
gráficas de una figura y por a' y (i' las propiedades correlati¬ 
vas de las a y ¡3, que, naturalmente, suponen elementos corre¬ 
lativos, y admitimos que la propiedad a lleva siempre consi¬ 
go la [3, también la a' tendrá siempre por consecuencia la (3'; 
pues si por medio de un sistema focal se pasa de una figura F, 
que posee la propiedad a', á otra figura F', ésta tendrá la pro¬ 
piedad a y, por consiguiente, la. ¡3, luego también la ¡3' es pro¬ 
piedad de la figura F. 

Con esto queda ahora demostrada, sin ninguna 
restricción, la ley de dualidad entre puntos y pla¬ 
nos, y, en consecuencia, también las otras dos le¬ 
yes de dualidad de la Geometría proyectiva. En rea¬ 
lidad, se había establecido ya la validez de las tres especies 
de correlación para todas las consecuencias de los teoremas 
ó principios fundamentales hasta aquí sentados; pero ahora 
se ve que estas leyes pueden aplicarse de un modo, general 
en Geometría proyectiva, ya se introduzcan ó no nuevos prin¬ 
cipios fundamentales. 

129. Si se une un sistema focal con una homografía (en¬ 
tre figuras de tercera categoría) de tal modo que, dado un eler 
mentó, se halle primero su homólogo en el sistema focal y 
después el que corresponde á éste en la homografía, se obtie¬ 
ne una relación llamada correlativa ó dual (*). En ella, 
á cada punto corresponde un plano, á cada recta una recta y 
á cada plano un punto. Dos figuras homólogas eh una rela¬ 
ción de esta naturaleza se llaman correlativas ó duales, y si 
una de las figuras posee una propiedad gráfica, en la otra 
existe la propiedad correlativa. 

Dos figuras correlativas con una tercera tienen comunes to¬ 
das las propiedades gráficas. 

Si A, B , C, D y E son cinco puntos que de cuatro en cua¬ 
tro no están en un plano y A', B', C ', D' y E' son cinco planos 


(*) El autor usa la denominación de recíproca, dada por Mobius, 
muy generalizada entre los alemanes. En España se aplica, casi exclusi¬ 
vamente, la de correlativa, debida á Chasles.—('Íí r . T.) 
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que de cuatro en cuatro no pasan por un punto, las figuras 
ABC DE y A'B'C.'D'E ' son siempre correlativas y sólo hay 
una correlación en que ambas sean homólogas. Pues si A,, B u 
C ,, D t y E t son los planos homólogos de los puntos A, B, C, 
I) y E en un sistema focal cualquiera, las figuras A l B [ E { 
y A'B'C'D'E' son homográficas, luego las ABC DE y 
A'BIG'D'E' son correlativas. Además, si i^es un punto arbi¬ 
trario, no se pueden hallar dos planos diferentes F' y F ", ta¬ 
les que las figuras ÁB' C' D' E'F' y Á B' C' D'E' F" sean co¬ 
rrelativas de la 4BCDEF, puesto que las ÁB' C'D'E'F' y 
A'B' CD'E' F" deberían tener comunes todas las propiedades 
gráficas. 

130. El sistema focal es un caso particular de la correla¬ 
ción. Si una relación correlativa es tal que cada punto está si¬ 
tuado en su plano homólogo , constituye un sistema focal. En 
efecto, sean A un punto cualquiera y A' su plano homólogo, 
que pasa por él, y tracemos por el punto A la recta r que lo 
une con otro punto arbitrario B del plano A'; también la rec¬ 
ta r' homologa de la r está en A'; el plano homólogo del punto 
B pasa por B y r', pero es diferente del A', luego B está en r'; 
es decir, r coincide con ?■'; toda recta del plano A que pasa 
por el punto A es de coincidencia y A es el punto homólogo 
del plano A'. Cada' dos elementos homólogos son, pues, per¬ 
mutables entre sí. Ahora, si u y v son rectas de coincidencia, 
sin ningún punto común, y a , b, c,. rectas, también homó¬ 

logas de sí mismas, que cortan á las v, y v, los puntos de in¬ 
tersección forman series proyectivas, pues el haz de planos 

u(abc .) es proyectivo con la serie u{abc .) y perspectivo 

con la v{abc .), y así se llega á las construcciones antes da¬ 

das para el sistema focal. 

Cuando en una correlación pueden permutarse entre sí 
los elementos homólogos, á cada plano se le llama polar de 
su punto homólogo; á cada punto, polo de su plano homólo¬ 
go; á cada recta, polar de su homóloga; á cada dos figuras 
homólogas, polares recíprocas, y á la relación, polari¬ 
dad recíproca (*). Los pares de elementos homólogos en 


(*) Generalmente se prescinde hoy del calificativo de «reciproco», por 
cuya razón diremos simplemente figuras polares una de otra, y po¬ 
lar idad. -(N. T.) 
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esta relación, se dice que forman un sistema polar. El sis¬ 
tema focal está comprendido dentro dedos sistemas polares; 
un sistema polar en el que todos los puntos no están sobre sus 
planos polares, se llama un sistema polar ordinario. 

flííi. Un punto P y un plano P' tomados arbitrariamente 
pueden considerarse como elementos homólogos en una corre¬ 
lación. En tal caso, á cada plano y á cada recta que pasan 
por el punto P corresponden, respectivamente, un punto y 
una recta situados en el plano P', y recíprocamente; se ob¬ 
tiene, pues, una relación correlativa entre las dos figuras de 
segunda categoría. Para relacionar correlativamente los pla¬ 
nos y rectas que pasan por el punto P con los puntos y rectas 
del plano P', se pueden elegir arbitrariamente en este plano 
cuatro puntos que de tres en tres no pertenezcan ó una recta, 
ó cuatro rectas que de tres en tres no pasen por un punto, 
como elementos homólogos, respectivamente, de cuatro pla¬ 
nos que de tres en tres no pasan por una recta, ó de cuatro 
rectas que de tres en tres no estén en un plano, tomados en 
la radiación de vértice P; y los cuatro pares de elementos 
correspondientes así formados, determinan por completo la 
relación. 

Además de ésta, en las figuras de segunda catego¬ 
ría existen otras dos clases de correspondencia que 
se llaman correlativas ó duales. Si se pasa de una figura 
plana á una radiada correlativa y de ésta á una plana ho- 
mográfica, las dos figuras planas se llaman correlativas ó 
duales,, y, en ellas, á cada punto de la una corresponde una 
recta de la otra. Para establecer una relación de esta natu¬ 
raleza entre dos planos, se pueden elegir arbitrariamente en 
uno cuatro rectas, que de tres en tres no pasen por un punto, 
como homólogas de cuatro puntos dados en el otro, que de 
tres en tres no estén en una recta; y los cuatro pares así for¬ 
mados determinan por completo la correspondencia. Si se 
pasa de una figura radiada á una plana correlativa y de ésta 
á una radiada homográfica, las dos figuras radiadas se llaman 
correlativas ó duales, y, en ellas, á cada recta de la una co¬ 
rresponde un plano de la otra. Si se hacen corresponder cua¬ 
tro planos que pasan por un punto y que de tres en tres no 
contienen una recta, á cuatro rectas que también pasan por 
un punto y no están de tres en tres en un plano, con ello se 
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determina sin ambigüedad una relación correlativa entre dos 
figuras radiadas. 

Las figuras correlativas de primera categoría son proyecti¬ 
vas; recíprocamente, dos figuras de primera categoría proyec- 
tivas pueden llamarse también correlativas, salvo el caso de 
dos series ó dos haces de planos. La propiedad de ser proyec- 
tivas las figuras de primera categoría homólogas, es común 
á las figuras correlativas y á las homográficas. Por esta ra¬ 
zón, también á las figuras correlativas se les llama 
proyectivas. Mas, con la homografía y la correlación, se 
han agotado ya todas las clases de correspondencia en que 
cada figura de primera categoría tiene como homologa otra 
proyectiva con ella. 

Respecto de las figuras de segunda categoría correlativas 
debemos aún hacer observar lo siguiente. Las figuras planas 
pueden tomarse con la misma base; si, entonces', son permu¬ 
tables los elementos homólogos, á cada recta se la llama po¬ 
lar de su punto correspondiente, y á cada punto polo de su 
recta homóloga. Las figuras radiadas pueden tener el mismo 
vértice; si, entonces, son permutables los elementos homólo¬ 
gos, á cada elemento se le llama polar del correspondiente. 
En general, siempre que dos figuras de segunda categoría 
correlativa son superpuestas (en el mismo plano ó con el 
mismo vértice) y son permutables los elementos homólogos, 
cada dos figuras correspondientes se llaman polares una de 
otra, la relación que las liga polaridad y los pares que de 
tal correspondencia resultan se dice que forman un sistema 
polar (plano ó radiado). 

132. Para terminar, indicaremos algunos teoremas apli¬ 
cables á toda clase de correlaciones y homografías. 

Si de dos figuras correlativas una posee una propiedad pro¬ 
yectiva , la otra tiene la propiedad correlativa. 

Dos figuras correlativas con una tercera son homográficas 
entre sí. 

Una figura correlativa con una de dos figuras homográficas 
lo es también con la otra. 

Dos figuras proyectivas con una tercera son proyectivas 
entre sí. 
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133. Vimos en el § i7 que la congruencia es una homo- 
grafía especial, y vamos á deducir ahora una propiedad ca¬ 
racterística de la congruencia que la distingue de las otras 
homografías, en lo cual se nos presentará ocasión de hacer 
uso de las figuras correlativas antes estudiadas. Antes, sin 
embargo, es necesario considerar la congruencia en los pla¬ 
nos propios. 

Ya en el § 14 (90 y 92) se reconoció que las figuras con¬ 
gruentes tienen comunes todas las propiedades que únicamen¬ 
te se refieren á la incidencia de los elementos y al orden de 
sucesión de los puntos propios en las rectas y, por consiguien¬ 
te, en particular, todas las propiedades gráficas. Y aún más 
general: las figuras congruentes tienen comunes todas las pro¬ 
piedades que pueden definirse con los conceptos hasta aquí intro¬ 
ducidos. Pues estos conceptos, aparte los de incidencia de ele¬ 
mentos y ordenación de puntos propios en rectas, sólo com¬ 
prenden el de congruencia; y siempre que en una de dos figu¬ 
ras congruentes hay dos partes congruentes, también las par¬ 
tes homólogas de la otra figura son congruentes (92, 3.°). 

134. Las series congruentes (pero distintas) situadas sobre 
la misma recta propia r no tienen nunca más de un punto pro¬ 
pio de coincidencia (92, 7.°). Si existe un punto propio de 
coincidencia B, la relación es involutiva y queda determinada 
por este punto, pues si se toma sobre r un punto cualquiera A 
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y se designa por O su homólogo, los pares BA y BG son con¬ 
gruentes y los puntos A y C están á diferentes lados del B; 

luego sólo hay una posición po- 

r —_——^ — •- - r gibie para C, y el homólogo de C 

es A. Recíprocamente: Si la re¬ 
lación es involutiva , existe un punto de coincidencia propio B; 
pues designando por A y C dos puntos homólogos propios, 
por B el punto medio del segmento A C y por B' el homólogo 
del B, con lo cual las figuras ACB y CAB' son congruentes, 
el punto B' será medio del segmento GA y, por consiguiente, 
el mismo B. Cada dos series de una recta propia así relacio¬ 
nadas se llaman congruentes inversas, y además del pun¬ 
to propio B tienen otro impropio B t de coincidencia (04), el 
cual está completamente determinado en la recta r por el pun¬ 
to B ; llamaremos al punto j 5, asociado del B en la recta r (*). 
El punto medio de un segmento A C está siempre armónica¬ 
mente separado de su punto asociado en la recta A C por los 
extremos A y C del segmento. 

Si dos series congruentes tienen como base común una 
recta propia r sin tener ningún punto de coincidencia, no son 
involutivas y se llaman congruentes directas. En tal caso, 
si al punto propio A corresponde el B y á éste corresponde 
el C y se designa por B x el punto de la recta r asociado al B, 
los tres puntos A, B y C son diferentes uno de otro, AB y BC 
son figuras congruentes, B es el punto medio del segmento A C, 
la serie A GBB i es armónica y, por consiguiente, se puede 
aplicar al par BB¡ el teorema demostrado en el núm. 115. El 
punto 5, es, según esto, el mismo para todas las posiciones 
de i? ó varía constantemente con éste. En el primer caso di¬ 
remos que B x es el punto absoluto (**) de la recta r; en el 
segundo, los pares BB X forman una involución que llamare¬ 
mos involución absoluta sobre la recta r. Dos series idén¬ 
ticas de base r son siempre congruentes entre sí y deben con¬ 
siderarse como congruentes directas. 

135. Al pasar de una figura á otra congruente con ella, 


(*) Utilizando una denominación de Rey e, Journal filr die reine und 
angewandte Mathematik, 1877, tomo LXXXII, pág. 174.— (N. A.) 

(**) Aquí y en lo que sigue se aplica el adjetivo «absoluto» en la acep¬ 
ción introducida por Cayley, Phil. Trans., 1859, tomo 149. 
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cada dos puntos asociados de la recta r coinciden con puntos 
asociados de la recta homologa. Por consiguiente, si la rec¬ 
ta r tiene un punto absoluto, lo mismo ocurre en todas las de¬ 
más rectas propias. Entonces, en cada recta propia todos los 
puntos propios están asociados al punto absoluto de la recta; 
la relación entre dos series congruentes directas, de bases 
propias, es, según la expresión introducida en el núm. f 14, 
una equivalencia cuyo punto límite es el punto absoluto; eada 
dos pares de puntos directamente congruentes de la recta pro¬ 
pia, son equivalentes respecto de su punto absoluto. Pero si 
en la recta r existe una involución absoluta, en cualquiera 
otra recta propia hay una involución absoluta. 

Vemos, pues, que en toda recta propia hay un punto ab¬ 
soluto, ó en toda recta propia hay una involución absoluta. 
Si se admite lo primero, se obtiene la Geometría eucli- 
diana; la última hipótesis conduce, por el contrario, á la 
Geometría no euclidiana. Cuál de ambas hipótesis co¬ 
rresponde á la realidad es cosa que no podemos decidir aquí; 
los hechos que han servido de fundamento á la exposición 
hasta aquí efectuada no resuelven la cuestión. 

flífcG. Las figuras congruentes (pero distintas)- situadas en 
un plano propio P no tienen nunca tres puntos de coinciden¬ 
cia propios que no estén en línea recta (92, 6.°). Si dos pan¬ 
tos propios Aí/B son de coincidencia, todos los puntos de la rec¬ 
ta r que une A con B, son también de coincidencia; la relación 
queda determinada por la recta r y cada dos puntos homólogos 


pueden permutarse entre si. Pues si 
se toma en el plano P el punto pro¬ 
pio C arbitrario, pero exterior ála 
recta r, y llamamos D á su ho¬ 
mólogo, las figuras ABC y ABD 
del plano P deben ser congruentes, 
y, por tanto, según el axioma IX 
del § i(88), el punto D está de¬ 
terminado y se halla á diferente 



lado de la recta r que el punto C; el punto propio C t , en que 
se encuentran CD y r, es de coincidencia, lo mismo que la 
recta CD, y las series congruentes que resultan sobre CD 
tienen el punto C i de coincidencia; luego son involutivas, y 
los puntos D y C también son, por consiguiente, homólogos. 
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Las dos figuras tienen, además, otro punto de coincidencia no 
contenido en la recta r, el punto impropio R asociado al C\ 
en la recta CD; pero ningún otro punto exterior á la recta r 
es homólogo de sí mismo (§ 17). El punto jR se llama polo 
absoluto de la recta r en el plano P y es asociado de cada 
punto propio D t de la recta r, pues, en la congruencia que 
acabamos de considerar, la recta D { R es homóloga de sí mis¬ 
ma y las feries congruentes que contiene tienen los puntos D, 
y R de coincidencia. 

1ÍI7. Una congruencia de.esta especie se origina cuando, 
á partir del punto propio O, común á dos rectas b y c, se lle¬ 
van sobre éstas segmentos 
congruentes OP y OQ. Se¬ 
gún el axioma V del § f 
las'figuras POQ y QOP son 
congruentes, siendo elemen¬ 
tos de coincidencia en esta 
F¡g< 53 . relación la-recta PQ, el pun¬ 

to medio de PQ y, en gene¬ 
ral, todos los puntos de la recta r que une este punto medio 
con el O. También las rectas b y c, así como las c y b, son ho¬ 
mologas; luego las figuras bcycbsim congruentes. 

Si consideramos el caso particular en que la recta c con¬ 
tiene un polo absoluto fí de la b, se podrá hallar un punto C 
tal, que las figuras. bcB y cbC sean 
congruentes, en cuyo caso el punto C 
está en B y es el polo absoluto de c 
en el plano &c; la relación entre las 
rectas b y c es, pues, recíproca, y se 
dice que estas rectas son perpendi¬ 
culares entre sí. En todo haz de 
rectas de vértice propio cada rayo es 
perpendicular á uno, y sólo á uno, del haz, y ambos rayos 
son diferentes uno de otro. Desde cada punto propio se puede 
trazar una perpendicular, y sólo una, á toda recta que no 
pase por él. 

Además de estas propiedades pueden sentarse aquí los si¬ 
guientes teoremas: 

l.° Si sobre dos rectas b y c que pasan por un punto pro¬ 
pio O, se llevan ápartir de éste segmentos congruentes OP y OQ, 


0 


c 

Fig. 54. 
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y fcóbre las otras semirectas de b y c los segmentos, también con¬ 
gruentes, OP' y OQ', las figuras P'OQ y Q'OP son congruentes. 

Demostración: Por ser congruentes las figuras OPQ y 
OQP (fig. 53), existe un punto Q u tal que las figuras P'OPQ 
y Q, OQP sean congruentes, el cual se halla en la recta OQ, 
esto es, c, pero no en la semirecta OQ. Los segmentos OQ, 
y OP' son congruentes, luego también lo son los OQ l y OQ', 
y Q t es el mismo Q' y las figuras P'OPQ y Q'OQP son con¬ 
gruentes. 

2.° Si A, B, C y D son puntos de un plano, tales que los seg¬ 
mentos AB y AC, así como los DB y DC, sean congruentes, las 
figuras ABCDyACBD son congruentes. 

Demostración: Si A, B y C estuviesen en una recta y, al 
mismo tiempo, lo estuvieran también B, G y D, el punto A 
tendría que confundirse con el D. 
Supongamos, pues, que A, B y C, 
por ejemplo, no estén en línea 
recta; entonces, las figuras ABC 
y A CB son congruentes y pode¬ 
mos tomar en el plano ABC el 
punto D ly tal que'las figuras 
A B CD y A CBD t sean congruen¬ 
tes. Si A y 1) están al mismo lado 
de BC, lo mismo ocurrirá con A y D { , y recíprocamente; lue¬ 
go D y D, no están á diferentes lados de BC. Ahora bien; 
puesto que BCD y CBD, así como BCD y CBD { son con¬ 
gruentes, también lo son CBD y CBD V luego D y D x coin¬ 



ciden. 

B.° Si A, B y C son puntos propios cualesquiera y A', B' y 
C' son puntos, también propios, tales que los segmentos AB y BC 
sean congruentes con los A'B', A'C ' y B'C', respectivamente , las 


figuras ABC y A'B'C' son congruentes. 

Demostración: Trazando un plano por A, B y C, en él se 
puede tomar un punto D, tal que ABD y A'B' C' sean con¬ 
gruentes; y, entonces, AC y AD, así como BC y BD, son con¬ 
gruentes, luego, según el teorema anterior, también lo son 
ABC y ABD. 

4 .° Si, en un plano propio S, hay dos figuras congruentes, 
tales que dos puntos propios P y P' se correspondan doblemente 
y dos puntos propios homólogos Q y Q' estén á diferentes lados 


H 





210 § 19 .— FIGURAS CONGRUENTES EN LOS PLANOS PROPIOS 


de la recta PP', el punto O, medio del segmento PP', y todas las 
rectas del plano S que lo contienen son de coincidencia y cada 
dos puntos propios homólogos están á diferentes lados del O. 

Demostración: Desde luego, la recta PP' es de coinci¬ 
dencia, sobre ella hay dos series congruentes inversas con 
el punto de coincidencia O, y los seg¬ 
mentos OP y OP r son congruentes. 
Llevemos sobre cualquier otro rayo del 
haz O en el plano á partir del vér¬ 
tice O, los segmentos OR y OR' con¬ 
gruentes con los OP y OP', y suponga¬ 
mos que RjQ , por ejemplo, y, por tan¬ 
to, R' y Q' están al mismo lado de PP'. 
Según el teorema l.°, P'OR y R'OP 
son congruentes, luego, llamando R x al punto homólogo del R u 
también lo. son P'OR y POR', y POR , y POR'] además Q' y 
R t y, por consiguiente, también R' y P, están al mismo lado 
de PP', luego P, se confunde con P', y P y R' son homólogos. 

5 . ° Si, en un plano propio *S, hay dos figuras congruentes, 
tales que dos puntos propios P y P' se correspondan doblemente 

y dos puntos propios homólogos Q 
y Q,' estén al mismo lado de la rec¬ 
ta PP', todos los puntos de la rec¬ 
ta r que, en el plano S, es perpen¬ 
dicular á PP' en el punto O, medio 
del segmento PP', son de coinci¬ 
dencia. 

Demostración : Por ser la rec¬ 
ta PP' y el punto O de coinciden¬ 
cia, también la recta r coincide 
con su homóloga; y si sobre ella 
tomamos el punto propio R del mismo lado de PP' que Q y Q', 
y llamamos R' al punto homólogo, como R' y Q' y, por tan¬ 
to, R y R' deben estar al mismo lado de PP', R' y R coin¬ 
ciden. 

6 . ° Si por un punto propio O se trazan dos rectas no perpen¬ 
diculares, b y c, en el haz be hay un rayo c', y sólo uno, dife¬ 
rente del c, tul que las figuras be y be' sean congruentes. 

Demostración: Tomemos sobre C el punto propio Q arbi¬ 
trario (diferente del O). Si, en una congruencia en el plano be, 



Fig. 57. 
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deben ser b y O elementos de coincidencia, pero sin que lo sea 
c, deberán serlo todos los puntos de b ó la congruencia será 
inversa con el punto de coincidencia O. En el primer caso, si 
Q, es el homólogo del punto Q, la recta QQ, pasa por el polo 
absoluto de la b en el plano be, es 
decir, es perpendicular á b y, por 
tanto, diferente de c, Q, no está 
situado en c, y la recta c' de unión 
de O con Q,, diferente, según esto, 
de c, es homóloga de ésta. En el 
segundo caso, sean Qy Q 2 puntos 
homólogos; del teorema 4.° se de¬ 
duce que deben estar al mismo 
lado de b; luego Q, y Q 2 están á diferentes lados. .Si, ahora, 
llevamos sobre b los segmentos OP y OP' congruentes, OPQ 
y OP’Q 2 son congrueñtes; también lo son OPQ y OPQ { , lue¬ 
go lo serán OPQ, y OP'Q 2 , y OPP'Q, y OP'PQ 2 . Según el 
teorema 4.° las rectas OQ, y OQ 2 coinciden, por consiguiente, 
y nuevamente se obtiene c' como rayo homólogo del c. 

7.° Si, en una congruencia existente en un haz de rectas de 
vértice propio O, el rayo b es de coincidencia, también lo es el b, 
del mismo haz, perpendicular al b, y cada dos rayos homólogos 
están armónicamente separados por los b y b t , ó todos los rayos 
son de coincidencia. 

Demostración: El rayo homólogo del ó, es perpendicular 
al b, luego coincide con ó,. Tomemos ahora en el haz bb x un 
tercer rayo c , y llamemos c' al rayo homólogo. Si los rayos 
c y c coinciden, lo mismo sucede con todos; en el caso contra¬ 
rio, hay un rayo d, diferente del c', que hace que be y bd y, 
por tanto, bey bd sean congruentes; luego, según el teorema 
anterior, el rayo d no puede ser diferente del c, y la relación 
es involutiva con los dos rayos de coincidencia b y b x . 

Dos haces de rectas congruentes (pero distintos), situados 
en el mismo plano, que tienen como vértice común á ambos 
un punto propio, se llaman congruentes inversos si tie¬ 
nen rayos de coincidencia, y congruentes directos en el 
caso contrario. Dos haces de rectas idénticos deben conside¬ 
rarse siempre como congruentes directos. 

Los haces congruentes inversos están en involución y tie¬ 
nen dos rayos de coincidencia, perpendiculares entre sí; la 
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relación queda determinada por uno de los rayos de coinci¬ 
dencia; según el teorema 4.°, todo punto contenido en uno de 
los rayos de coincidencia se confunde con su homólogo, en 
tanto que sobre el otro hay dos series congruentes inversas; 
en virtud de lo dicho en el número 113 , ningún par de rayos 
homólogos está separado por otro. 

8 .° Si por un punto propio O se traza un plano P, todos los 
puntos asociados al O en el plano P están en una recta. 

Demostración: Tracemos en el plano P, por el punto O, 
dos rectas perpendiculares a y a x , una tercera recta arbitra¬ 
ria & y el cuarto rayo armónico c respecto de los a, a x y b, con 
lo cual ab y ac serán congruentes. Si A, A t , B y G son los 


puntos asociados al O en 
a, a,, b y c, respectivamen¬ 
te, 4 y i, serán los polos 
absolutos de a x y a en el pla¬ 
no P. Establezcamos aho¬ 
ra en este plano una con¬ 
gruencia en la que todos los 



, puntos de la recta a sean 


C de coincidencia, y los rayos 
b y c sean homólogos; los 
puntos B y C serán también 


Fig. 59. 


homólogos, y á los puntos propios M y iVde la recta b corres¬ 
ponderán los AI' y N' de la c. Las series OMNB y OM NC 
son perspectivas, y las rectas MM' y XX' son perpendicula¬ 
res á la a y se cortan en A x , luego la BG pasa por A x . Pero, 
análogamente, se ve que también debe pasar BC por A, es 
decir, que B está en la recta ^4.4, y, por consiguiente, lo mis¬ 
mo sucede á todos los puntos asociados al O en el plano P. 

Esta recta se llama la polar absoluta del punto O en 
el plano P; no contiene al punto O, y es, en general, una rec¬ 
ta impropia; cada uno de sus puntos es asociado al O. La po¬ 
lar absoluta del punto O en el plano P es, al mismo tiempo, 
lugar de los polos absolutos que, en él plano P, corresponden 
á las rectas del mismo que pasan por el punto O. 

9 .° Si dos haces del mismo vértice propio O y situados en el 
mismo plano son congruentes , de tal modo que dos rayos no perpen¬ 
diculares c y c' se correspondan doblemente , los dos haces son con¬ 
gruentes inversos y la relación está determinada por el par cc'. 
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Demostración : Llevemos sobre c los segmentos OC y OC x 
congruentes, y llamemos C' al punto de c' homólogo del C ; 

los segmentos O C y OC' serán 
congruentes. El punto homólo¬ 
go de C' debe estar sobre c, y 
es, por tanto, C; pues si fuera 
C t , serían congruentes SCC' y 
SC'C t , luego también SCC' y 
S C¡ C', y c y c' serían perpendi¬ 
culares. La recta CC' es, pues, 
de coincidencia, asi como el punto medio del segmento CC y 
la recta b que lo une con O, etc. 

10. ° En todo haz de rectas con vértice propio, los pares bb, 
de rayos perpendiculares forman una involución. 

Demostración: Tomemos en el haz un rayo cualquiera a , 
diferente de los b y según el teo¬ 
rema 6.°, los rayos ay b son homólo¬ 
gos de una congruencia en el haz, no 
involutiva (por tanto, directa), com¬ 
pletamente determinada; al rayo b co¬ 
rresponde uno c, distinto de los ay b, 
que hace que ba y be sean congruen¬ 
tes. El rayo ó, es el cuarto armónico 
de los a. cyb, varía con el b, y los pa¬ 
res bb x forman una involución ( 115 ). 

A esta involución la llamaremos involución absoluta 
en el haz de rectas; carece de rayos de coincidencia. 

11. ° En todo haz de rectas con vértice propio O, la correspon¬ 
dencia de dos cualesquiera de sus rayos determina una congruen¬ 
cia directa. 

Demostración: Si los dos rayos no son perpendiculares, 
basta aplicar el teorema 6.°, como se ha hecho ya en la de¬ 
mostración precedente. Si, por el contrario, se hacen corres¬ 
ponder dos rayos perpendiculares a y a í: la relación debe ser 
involutiva. En este caso, sean A y B puntos propios homólo¬ 
gos, respectivamente situados en a y a íf y tomemos sobre a 
el segmento OC convergente con el O A. Al punto B le debe 
corresponder el mismo A ó el (7; pero si fuese el A , según el 
teorema 5.°, habría un rayo de coincidencia, luego el homó- 
logo de B es C. Tracemos ahora un rayo b entre los puntos 
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A y B, y llamemos ó, su homólogo (en dos sentidos). Como ó, 
pasa entre B y C, los rayos a y a x están separados por los ó y ó,, 
la congruencia es, pues, directa, 
y los rayos b y b x son perpendicu¬ 
lares entre sí. Los dos pares aa x y 
bb x determinan una involución, la 
cual coincide, por consiguiente, 
con la involución absoluta del haz. 

Según esto, la congruencia di¬ 
recta en el haz de rectas, en gene¬ 
ral no es involutiva; únicamente 
la involución absoluta del haz pue¬ 
de comprenderse entre las con¬ 
gruencias directas. Cada par de rayos perpendiculares del 
haz está separado por todo otro par de rayos perpendiculares. 
12.° Si A, B y C son tres puntos propios , tales que las rectas 
AB y AC son perpendiculares , y se 
traza desde A una perpendicular á 
BC que encuentra á esta recta en A', 
este punto se halla entre los B y C. 

Demostración: Si, por ejem¬ 
plo, estuviese C entre A' y B, el 
punto B x de intersección de AB con 
la perpendicular trazada á BC en 
el plano ABC por el punto C caería 
entre A y i?, y levantando en el 
mismo plano la recta CC X perpendicular á la A C, los rayos 
perpendiculares CA y CC X no estarían separados por los tam¬ 
bién perpendiculares CB 

y gb x . 

13.° Si A, B y C son 
puntos propios cualesquiera , 
no situados en línea recta, y 
las rectas BC, CA y AB son 
cortadas por las perpendicu¬ 
lares respectivas trazadas 
por A, B y C en A', B' y C', 
el punto A' estará entre los B 
y C, ó estará el B' entre 
los C y A, ó estará el C' entre los A y B. 
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Demostración: Supongamos, por ejemplo, que B' no esté 
entre G y A ,sino que esté A entre B' y C . La perpendicular 
á A O en A, trazada en el plano ABC, encuentra állCen un 
punto 7>, comprendido entre los-T? y C (ó en el mismo B), lue¬ 
go, según el teorema anterior, A' está entre 7?, y C, esto es, 
entre B y C. 

14. ° Si se hacen corresponder el punto O consigo mismo y la 
semirecta OF con la OF', con ello queda determinada en el pla¬ 
no OFF' una congruencia, y sólo una, en la que el haz homólo¬ 
go del O es congruente directo con él. 

Demostración: Al punto propio A de la semirecta OF co¬ 
rresponde uno determinado A en la OF . Si se toma el punto 
propio B en el plano OFF', fuera de la 
recta OF y del rayo perpendicular á 
ésta trazado en el haz, en el plano OFF' 
hay dos puntos B' y B t tales que OA'B' 
y OA'B x son congruentes con OAB. 
Los rayos OB' y 07^ no coinciden; uno 
de ellos, por ejemplo, el OB', es el ho¬ 
mólogo del OB (teorema 11.°), y B' es 
entonces el punto homólogo del B. 
Cuando por medio de una congruen¬ 
cia de esta especie se pasa de una figura á otra, se dice que 
la primera ha girado en el plano OFF' alrededor del pun¬ 
to O. A esta congruencia pertenece, en particular, aquélla en 
que cada dos puntos homólogos están en línea recta con el 
punto O (véase el teorema 4.°). 

15. ° Si se hacen corresponder la recta propia r del plano P 



consigo misma y en la recta r 



mero hacemos girar la fi¡ 


el punto A' al punto A, con ello 
queda determinada una con¬ 
gruencia, y sólo una, en la cual 
sobre la recta r hay dos series 
congruentes directas, y dos pun¬ 
tos propios homólogos, B y B', se 
hallan al mismo lado de r. 

Demostración: Al punto Á 
no debe corresponder el A, sino 
uno como el A". Sea M el punto 
medio del segmento AA'; si pri- 
a alrededor de M hasta que A 
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venga á A', B vendrá á B if punto en la recta MB á diferente 
lado de r que B. Haciendo girar ahora alrededor de A', de 
manera que A venga á A", Bi deberá venir á B', y se ve, por 
consiguiente, al mismo tiempo, que el segmento B X B' tiene 
su punto medio en A'. 

Cuando por medio de una congruencia de esta especie se 
pasa de una figura á otra, se dice que la primera se ha tras¬ 
ladado en el plano P á lo largo de la recta r. La traslación 
puede reducirse á dos rotaciones. 





§ 20.—Los sistemas polares absolutos (*) 


138 . Volvamos de nuevo sobre el concepto de polar ab¬ 
soluta ( 137 , 8 .°). 

Sean R, S y T puntos propios de un plano Q, y r, s y t sus 
polares absolutas en el mismo; la recta RS es cortada por 
la r en el punto R' asociado al R, y por la * en el punto S' 
asociado al S, y las r y s contienen el polo absoluto de la RS 
en el plano Q. Si se hace ahora la hipótesis que conduce á la 
Geometría euclidiana, los puntos R' y S' coinciden en uno, 
que es el punto absoluto de la recta RS; luego las rectas r y s 
tienen comunes dos puntos y se reducen á'una sola e, que po¬ 
demos llamar la recta absoluta del plano Q. Eu el plano (¿ 
todo punto propio tiene como polar absoluto la recta e, y esta 
recta contiene el polo absoluto de toda recta propia y es cor¬ 
tada por cada recta propia en el punto absoluto de ésta. 

Los pares de rectas aa',bb',cc' ., que constituyen la 

involución absoluta correspondiente al punto R en el pla¬ 
no Q, son cortados por la recta e en pares de puntos AA , 


(*) Cay ley ha hecho observar que las propiedades métricas de las 
figuras en la Geometría euclidiana aparecen como casos particulares de 
las propiedades proyectivas cuando se consideran ciertas figuras que aquí 
son substituidas por un «sistema polar absoluto»; véase la Memoria cita¬ 
da en la página 206. Esta teoria ha sido extendida á la Geometría no eu¬ 
clidiana y estudiada desde otros puntos de vista por Klein: Mathevi. 
Ann., 1871, t. IV, páginas 573 y siguientes. — (N: A.) 
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BB', CC' ., que forman una involución. Si trazamos aho¬ 

ra por el punto S, en el plano Q, la recta a' x perpendicular á 

la a y la a x perpendi¬ 
cular á la a', las a y 
a l se cortan en el pun¬ 
to A y las a' y a\ en 
el A', es decir, la rec¬ 
ta e corta á la invo¬ 
lución absoluta que 
en el plano Q corres¬ 
ponde al punto S en 
la misma involución 
AA'. BB' .CC' an¬ 
tes obtenida. Podemos 
llamar á esta involución, contenida en e, la involución 
absoluta del plano Q; cada dos pares de la misma están 
separados entre si y no tiene puntos de coincidencia. 



a 

a. 

rr 

R 



(Z t 

a S 

a* 


Fig. 67. 


-a; 


139 . De modo esencialmente distinto ocurren las cosas 
dentro de la hipótesis á la cual corresponde la Geometría no 
euclidiana. Aquí*son diferentes los puntos R' y S' y las rec¬ 
tas r y s, y el punto rs es el polo absoluto de la recta ES en 
el plano Q; la misma relación existe entre el punto st y la 
recta ST y entre el punto rt y la recta ITT. Si las rectas r, ó* 
y t pasan por un punto, los puntos R, S y T están en una rec¬ 
ta; pues, entonces, aquel punto es polo absoluto de las rec¬ 
tas RS y RT y, por tanto, éstas coinciden. De aquí se sigue, 
que si A, B, C y D son puntos propios del plano Q, no situa¬ 
dos de tres en tres en línea recta, y a,b, c y d sus polares ab¬ 
solutos en dicho plano, estas rectas no pasan de tres en tres 
por un punto, y, por consiguiente, los pares Aci, Bb, Ce y Dd 
determinan en el plano Q una correlación, en la cual á las 
rectas AB, AC y AD corresponden sus polos absolutos B', C 
y D' (esto es, ab, ac y od).' 

Designemos por P un quinto punto propio del plano Q y 
por P’ el punto correspondiente á la recta AP (punto que, 
como los B', C' y //, está situado en la recta a). Las figuras 
A{BC1)P) y B'C'D'P' son proyectivas, y las B'C'D'P' y 
A{B'C'D'P') perspectivas, luego las A(BCDP) y A(B'C'D'P') 
son proyectivas; ahora, los rayos AB y AB', así como los 
AC y AC' y los AD y AD’ son conjugados en la involución 









§ 20 . —LOS SISTEMAS POLARES ABSOLUTOS 


219 


absoluta de vértice A; por consiguiente, lo mismo sucede á 
los AP y AP', es decir, P' es polo absoluto de AP. De igual 
modo, resultan como puntos homólogos de las rectas BP, CP 
y DPe n aquella correlación, sus polos absolutos; por tanto, 
la recta homóloga del punto P es su polar absoluta. En gene¬ 
ral, á cada punto propio corresponde su polar absoluta y á 
cada recta propia su polo absoluto, y la correlación es inde¬ 
pendiente de los puntos A, B, C y D. 

Si A¡ y B { son los puntos homólogos de las . rectas AB' y 
BB' y, por consiguiente, A l B l es la recta homóloga del punto 
B', considerado como de la primera figura, ambos puntos, 
A { y P,, están en la recta AB, luego ésta es en la segunda figu¬ 
ra homóloga del punto B' de la primera; análogamente, AC 
es la recta homóloga del punto C', luego A es el punto de la 
segunda figura homóloga de la recta a de la primera. Como, 
según esto, también los pares a A, IB, cCy di) forman parte 
de la correspondencia considerada, podemos afirmar que ésta 
es un sistema polar, al cual llamaremos el sistema polar 
absoluto del plano Q (*). 

140 . Prescindiendo ahora de la consideración exclusiva 
de figuras planas y sin hacer distinción especial entre la Geo¬ 
metría euclidiana y las no eu- 
clidianas, tomemos una rec¬ 
ta e que pase por un punto 
propio P, tres rectas f,gyJi 
perpendiculares á la e en el 
punto P y un rayo arbitrario Je 
del haz fg. Designemos por A 
y B puntos propios, respec¬ 
tivamente situados en las rec¬ 
tas fyg,& diferentes lados de 
la Je, tales, por tanto, que esta 
recta es cortada por la A B en 
un punto propio C, y llevemos 
sobre la recta e los segmentos PD y PD' congruentes. Enton- 



(*) El autor, consecuente con las denominaciones antes establecidas, 
llama reciprocidad polar á la correspondencia ysistema*polar ab¬ 
soluto al conjunto de pares de elementos homólogos. Nosotros usaremos 
este último nombre para designar indistintamente ambas cosas. — (N. T.) 
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ces son congruentes AD y AD ', así como BD y BD', luego 
también lo son ABD y ABD', ABDC y ABD' C, DG y D'C 
y PCD y PCD por consiguiente, la recta e es perpendicu¬ 
lar á la 7 í-. De aquí se sigue que los planos eh y fg se cortan 
en una recta perpendicular á la e y, por tanto, coincidente 
con la h, es decir, que la recta h está en el plano fg. Según 
esto, el lugar de todas las rectas perpendiculares á la e en el 
punto P es un plano E ; la recta e y el plano E se llaman per¬ 
pendiculares entre sí. 

Por todo punto propio pasa un plano, y sólo uno, perpen¬ 
dicular á una recta propia dada. 

Si e es una recta perpendicular al plano E en el punto Q, 
la recta f del plano E, que es perpendicular á la PQ en el 
punto Q, lo es también á la e\ llevando, pues, sobre la f' los 
segmentos congruentes QF y QG, 
también serán congruentes PE y PG 
y, además, DF y DG y DQFy DQG-, 
por consiguiente, la recta f' es per¬ 
pendicular á la DQ y, más general, 
al plano eQ, luego la recta e perte¬ 
nece á este plano (Euclides, XI, 6). 
Según esto, por todo punto propio R 
pasa una recta r, y sólo una, perpen¬ 
dicular á un plano propio dado E; 
pues, si el punto R está en el plano E 
y se trazan en este plano, por aquel 
punto, dos rectas s y t y, por el mismo punto, los planos S y T 
respectivamente perpendiculares á dichas rectas s y t , la S T 
es perpendicular al plano st\ si, por el contrario, el punto R 
no está en el plano E , trazando la recta e perpendicular á 
éste en uno de sus puntos propios Q, la recta buscada r debe 
estar en el plano Re, etc. 

141 . Todas las perpendiculares á. un plano propio pasan 
por un punto (impropio), al cual llamaremos polo absoluto 
del plano. Este punto es asociado de todos los puntos propios 
del plano; toda recta propia trazada por él es perpendicular 
al plano; y, respecto de toda recta propia del plano, es su 
polo absoluto. Si por una recta propia se trazan dos planos 
E y E', de manera que el E' contenga el polo absoluto del E, 
el polo absoluto del E' estará en el E, y toda recta perpen- 
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dicular á la EE ', trazada en uno de los planos, es perpendi¬ 
cular al otro; estos planos se llaman perpendiculares. 

Todo plano que contiene una recta perpendicular á otro, 
es perpendicular á éste. 

Si, por un punto propio, se trazan tres planos perpendi¬ 
culares dos á dos, cada dos de sus rectas de intersección son 
perpendiculares entre sí. 

142. Tracemos ahora por la recta propia r los pares de 

planos perpendiculares AA', BB', CC . y por el punto pro¬ 

pio P de la recta r un plano perpendicular á ésta. Este plano 

corta á aquellos pares en los pares de rectas a a , bb', cc . 

que pasan por el punto P y forman una involución. Por con¬ 
siguiente, también los pares de planos A A , BB , CC' . 

forman una involución, ó la cual llamaremos involución 
absoluta en el haz de planos r. Cada dos pares de la misma 
están separados entre sí, y no existen planos de coinci¬ 
dencia. 

143. Para estudiar más á fondo la congruencia en el haz 
de planos estableceremos primero el siguiente teorema: 

Si A, B, C. son planos que pasan por la recta propia r y 

a b c . y a'b'c'. las secciones producidas en el haz ABC ..... 


por planos perpendiculares á su aris¬ 
ta en los puntos P y P', respectica- 

mente , los haces de rectas abe. y 

a'b'c'. son congruentes. 



En efecto, llevemos sobre aya', 
byb', c ye',.... los pares de segmentos 
congruentes PA x yP’A\ yPB u P'B\, 

P C { yP’ C\, .,de manera que los de 

cada par estén del mismo lado de la 
recta r y sea P" el punto medio del 
segmento PP'; el plano perpendicu¬ 
lar á la arista r en el punto P" cor¬ 
tará á los segmentos A t A¡ y B, B[ 'en 
puntos A" y 77", respectivamente. Por 


ser congruentes las figuras P"A”PA t y P' A'[P'A' V así como 
las P"B’[PB , y P"B'¡P'B' V A'' es el punto medio de A { A' V B'[ 
el de B'B V P"A[ es perpendicular á A y A[ y P"B’[ es perpen¬ 
dicular á 7i, 7/ r El plano P"A''B'¡ es perpendicular á la rec¬ 
ta r y, por tanto, al plano A y á las rectas A l Á l y B X B' V se- 
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gún lo cual estas dos rectas son perpendiculares á la A' x B'¡, 
luego la figura A' X B’ X A X B [ es congruente con la A”B'¡A'B' y, 
por consecuencia, lo son A X B X y A[B' X , así como PA X B X y 
P'A!J&'¿ análogamente, son también congruentes P x A X C X y 
P'Á X C' V etc. Ahora, si B x y C x están al mismo lado de a, los 
pares B x C x , B x fí' v C x C' x y B’ X C' X estarán al mismo lado de A , lue¬ 
go B' x y C[ están al mismo lado de si, por el contrario, B x 
y C x están á distintos lados de a , B\ y C\ están á distintos la¬ 
dos de a'. Por consiguiente, PA X B x C x y P'A' X B' X C¡ son congruen¬ 
tes y, más general, lo son PA X B X C X D X .y P'A' X B X C X D' X . 

luego también abe .y a'b'c'..... 

144. La congruencia que se acaba de establecer entre 

PA X B X G y ..... y P'Á X B' X C' X D’ X .puede ser ampliada; en ella 

se corresponden consigo mismos r, A, B, C , , y la con¬ 
gruencia que resulta sobre la recta r es directa, pues si fuera 
inversa los puntos P", A” y B x no situados en línea recta de¬ 
berían ser homólogos de sí mismos. Luego 

Una recta propia r, considerada como de coincidencia , y dos 
de sus puntos P y P', como homólogos , determinan una congruen¬ 
cia, y sólo una, en la cual las series homólogas de base r son 
congruentes directas y cada dos puntos propios homólogos están 
en un plano con la recta y y al mismo lado de ella. 

En esta congruencia, cada plano del haz r se corresponde 
consigo mismo, y cada figura situada en uno de estos planos 
aparece trasladada en el mismo á lo largo de la recta r. En 
general, cuando una figura se transforma en otra por medio 
de una congruencia de esta naturaleza se dice que se ha 
trasladado á lo largo de la recta r. 

145. Si dos haces de planos ABC. y A'B'C de la 

misma arista propia r, son congruentes y se cortan por un plano 
perpendicular á su arista, los haces de rectas (concéntricos) 
abe. y a'b'c'. obtenidos son congruentes. 

En efecto, los dos haces de planos son figuras homólogas 
en una congruencia, en la cual la recta r se corresponde con¬ 
sigo misma. El plano homólogo del ab de esta congruencia, el 
cual es asimismo perpendicular á la arista r, corta al haz 

A'B'C' .según un haz de rectas a x b x c x .; aa x , bb xi cc x . 

son pares de elementos homólogos; luego el haz abe . es 

congruente con el a x b x c t .; además, son congruentes (143) 

a'b'c' .y aybyCy .; luego también abe . y ab' c . 
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Las figuras AB y BA son congruentes. 

Pues si el plano A no es perpendicular al B, en el haz r 
hay un plano P, y sólo uno, diferente del A, tal que las figuras 
AB y PB sean congruentes, y el plano armónicamente sepa¬ 
rado del B por los A y P es perpendicular al B. 

La congruencia de los haces de rectas abe .y a'b'c'..... 

(i:W, 7.°) es directa para todas las posiciones de su plano per¬ 
pendicular á r ó es inversa para todas. En el primer caso, la 

congruencia de los haces de la misma arista ABC . y 

A'B'C: .se llama directa y en el segundo inversa. Si la 

congruencia es directa, ó todos los planos se corresponden 
consigo mismos, ó no hay ninguno con esta propiedad; la re¬ 
lación está determinada por dos planos homólogos y, en ge¬ 
neral, no es involutiva; la involución absoluta del haz r es la 
única qüe se presenta como congruencia directa. Pero si la 
congruencia es inversa, es involutiva y tiene dos planos de 
coincidencia, perpendiculares entre sí. 

140. Existe una congruencia , y sólo una , en la cual se co¬ 
rresponden consigo mismos todos los puntos de la recta y y él se- 
miplano rF se transforma en el rF'. 

Todo plano P perpendicular á la recta r se corresponde 
consigo mismo en esta congruencia, y sobre él resultan dos 
haces de rectas congruentes de vértice rP\ estos haces son 
congruentes, pues de no ser así habría en el plano P puntos 
propios, diferentes del r P, homólogos de sí mismos; toda figu¬ 
ra contenida en el plano P gira, pues, alrededor del punto rP, 
y la recta r es arista de dos haces de planos congruentes. 
Cuando una figura se transforma en otra por medio de esta 
congruencia, se dice que gira alrededor del eje r. 

Toda traslación se puede reducir á dos giros, y toda con¬ 
gruencia á una traslación y dos giros. 

141 . Para establecer el sistema polar absoluto no era 
preciso considerar la congruencia en el ha z de planos. Volva¬ 
mos ahora á la generación del sistema polar absoluto en un 
punto propio P , anteponiendo las siguientes observaciones: 

Si la recta e describe un haz de vértice P , el plano E, per¬ 
pendicular en P al rayo e, describe un haz de planos cuya 
arista es la perpendicular en P al plano del haz. Si el plano E 
describe un haz en la radiación P, la recta perpendicular al 
plano E en el punto P describe un haz, cuyo plano es per- 
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pendicular en P á la arista del primero. En ambos casos, las 
figuras engendradas por la recta e y el plano E son proyecti- 
vas, pues si el plano P es cortado por el del haz de rectas en f, 
las rectas e y f son perpendiculares y describen figuras pro- 
yectivas, y el plano E y la recta f engendran figuras pers¬ 
pectivas. 

Si trazamos ahora por P ciuatro rectas a,b,c y d, tales que 
de tres en tres no estén en un plano, y los planos A, B, C y D 
perpendiculares á ellas en P, de los cuales no habrá tres que 
pasen por una recta, los pares a A, bB, cC y d D determi¬ 
nan una correlación en la radiación P. Sean e una recta cual¬ 
quiera que pasa por P, e la perpendicular en P al plano 
ae, y ó,, c u d t y e x los rayos homólogos de los planos ab, ac, 
ad y ae, respectivamente, los cuales, así como el e , estarán 
situados en el plano A, siendo la recta b { perpendicular al 
plano ab, la c, al ac y la d x al ad. Los haces de rectas b x c í d l e l 
y b x c x d x e' son, entonces, proyectivos con el haz de planos 
a{bcde ) y, por tanto, proyectivos entre sí, luego el rayo e' es 
el mismo e íf y éste es perpendicular al plano ae .. Análoga¬ 
mente, los planos be, ce y de determinan rectas perpendicula¬ 
res homologas y, por consiguiente, la e un plano perpendicu¬ 
lar homólogo, de manera que en la radiación P corresponden 
á cada recta el plano perpendicular y á cada plano la recta 
perpendicular. La correlación es, pues, independiente de las 
rectas a, b, c y d, y es una polaridad, puesto que también los 
pares Aa, Bb, Ce y J)d forman parte de ella; la llamaremos 
sistema polar absoluto del punto P. 

Las polares absolutas del punto propio P en todos los pla¬ 
nos de la radiación P se cortan de dos en dos, pero sin pasar 
todos por un punto, luego esj;án en un plano; este plano es el 
lugar de los'puntos asociados al P y el de los polos absolutos 
de todos los planos de la radiación P, y lo llamaremos polar 
absoluto (plano- polar) del punto P. 

Los polos absolutos de la recta' r en todos los planos del 
haz r, unidos al punto propio A de la recta r, dan rectas per¬ 
pendiculares á la r, las cuales forman, por tanto, un haz cuyo 
plano R es perpendicular á la recta r en el punto A, luego 
aquellos polos están en este plano y, como son puntos asocia¬ 
dos al A, en la polar absoluta de este punto en el plano R ; 
esta recta recibe el nombre de polar absoluta de la r. Todo 
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plano R perpendicular á la recta r pasa por la polar absoluta 
de ésta, la cual es polar absoluta del punto rR en el plano R ; 
todo punto propio de la recta r tiene un plano polar que-pasa 
por la polar absoluta de la recta r, y todo plano que pasa por 
la recta r tiene un polo absoluto que pertenece á la polar ab¬ 
soluta de la recta r¡ 

148. Sean ahora A, B, C, D y E puntos propios, que de 
cuatro en cuatro no están en un plano, y A x , B í} C x , D { y E x 
sus planos polares absolutos; los A¡ y B¡ contienen la polar 
absoluta de la recta AB; esta recta es cortada por el plano A t 
en el punto A' asociado al A, y por el B l en el punto B' asociado 
al B. En la Geometría euclidiana coinciden los puntos A' 
y B' y, por tanto, también los planos A t y B t , es decir, que 
en ella^todos los puntos propios tienen el mismo plano polar 
absoluto, el cual es impropio y puede llamarse plano abso¬ 
luto, y corta á cada plano propio en su recta absoluta. 

Si se designa por M un punto del plano absoluto y por m 
la polar absoluta de la recta MA, la cual es, por consiguien¬ 
te, la recta absoluta de un plano perpendicular á la MA, el 
punto M es polo absoluto de este plano que, según esto, tam¬ 
bién es perpendicular á la recta MB; luego, también esta rec¬ 
ta tiene como polar absoluta la m, es decir, que el punto M 
determina por completo la recta m. 

Si aquel punto varía, los pares formados por la recta AM 
y el plano Am constituyen un sistema polar, el sistema polar 
absoluto del punto A, el cual es cortado por el plano absoluto 
en un sistema polar engendrado por los pares que forman el 
punto M y la recta m. Este sistema puede llamarse sistema 
polar absoluto. 

140. En la Geometría no euclidiana, son diferentes 
uno de otro los puntos A' y B' y los planos A x y B l} la recta 
A X B X es la polar absoluta de la AB, igualmente, la A í C l es 
polar absoluta de la A C, etc. Como ios puntos A, B y C no es¬ 
tán en una recta, los planos A x , B x y <7, sólo tienen común un 
punto, pues si los tres pasasen por una recta, ésta sería polar 
absoluta de las AB y AC, las cuales serían perpendiculares á 
un plano en el punto A. El punto A X B X (7, es el polo absoluto 
del plano ABC; igualmente, el punto A X B X D X es polo absolu¬ 
to del plano ABD, etc. Si los planos A l} B x , C x y J) x tuviesen 
un punto común, éste sería polo absoluto de los planos ABC 


15 
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y ABB, los cuales serían perpendiculares á una recta en el 
punto A, luego dichos planos A u B { , C { y D x no pasan por 
un punto, propiedad común á cada cuatro de los planos 
A íf B u ¿7,,- A-y^. 

Los pares de elementos AA lf BB ,, CC X , BB X y EE l deter¬ 
minan una correlación, en la cual, á los planos ABC, ABI) 
y ABE corresponden sus polos absolutos C', D' y E' (esto es, 
los puntos A X B X C U A l B l D í y &\B X E¿> Designemos por P un 
sexto punto propio, por P' el punto homólogo del plano ABP 
(el cual estará, junto con los G', B' y E', en la recta A X B X ) y 
por r la recta AB. Las figuras r(CBEP) y C'B'E'P ' son 
proyectivas, y las C'B'E'P' y r(C'B'E'P') perspectivas; 
por consiguiente, las r(CBEP) y r{C'B'E'P’\ son proyecti¬ 
vas: ahora bien, los planos r C', rB' y rE' son respectivamen¬ 
te, perpendiculares á los rC, r B y rE, luego también lo es el 
rP' al rP , es decir, P' es el polo absoluto del plano rP. Se¬ 
gún esto, á los planos ABP, AGP, BGP, . corresponden 

sus polos absolutos y al punto P el plano de estos polos, esto 
es, el plano polar absoluto despunto P. Resulta, pues, que en 
aquella correlación á cada punto propio corresponde su pla¬ 
no polar absoluto y á cada plano propio su polo absoluto, y 
la correlación es independiente de los puntos A, B, C, B y E. 

Sean ahora L, M y N los puntos homólogos de los planos 
BCC', GAC' y ABC' y, por tanto, LMN el plano homólogo 
del punto C'; los planos BCC, GAC ' y ABC' son perpendi¬ 
culares al ABC, luego los puntos L, M y N están en el plano 
ABC, el cual corresponde al punto C; análogamente, al pun¬ 
to B' corresponde el plano ABB, luego á la recta A i B í (esto 
es, C'B') la AB, y del mismo modo, á la A x C x la AC y, por 
consiguiente, al plano A, el punto A. Se ve, pues, que los pa¬ 
res A X A, B t B, CC, B¡B y E V E pertenecen á la correlación, 
luego ésta es una polaridad; la llamaremos sistema polar 
absoluto. El sistema polar absoluto de la Geometría no eucli- 
diana no es focal. 

150 . Tanto en la Geometría euclidiana, como en la no 
euclidiana, por medio del sistema polar absoluto cada punto 
propio determina su plano polar absoluto, cada recta propia 
su polar absoluta y cada plano propio su polo absoluto. Al 
pasar de una figura á otra congruente con ella, el 
sistema polar absoluto se corresponde consigo mis- 
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mo. No analizaremos aquí hasta qué punto queda determi¬ 
nada la relación por esta propiedad; sin embargo, para con¬ 
cluir, no estará fuera de lugar agregar una consideración, 
para la cual hemos antepuesto el teorema 13.° del artículo 
anterior. 

Si A, B y C son tres puntos propios dados, no situados en 
línea recta, en virtud del teorema que acabamos de citar, me¬ 
diante una distribución conveniente de las letras, la perpen¬ 
dicular trazada por el punto A á la recta BC encuentra á 

ésta en un punto A', 
comprendido entre los 
B y 0. Sea A A t la se- 
mirecta opuesta á la 
AA'; tracemos ahora 
en el plano ABC la 
recta perpendicular á 
la AA' en el punto A, 
y llamemos AD á la 
semirecta de ésta si¬ 
tuada al mismo lado 
de A A' que el punto 
B, y AD' á la opuesta, la cual estará, por tanto, al mismo 
lado que C; el punto D, de intersección de B C y DD' es, pues, 
asociado al A'. Sea M el punto medio del segmento -4J5; lle¬ 
vemos sobre la recta MA' el segmento ME congruente con 
el MÁ', con lo cual los puntos B y E quedan al mismo lado 
de AA'. Efectuando ahora en el plano ABC un giro alrede¬ 
dor del punto M, de tal modo que el punto A venga á coin¬ 
cidir con el B y, por tanto, el E con el A' y la recta AE 
con la BC, todos los puntos del plano asociados al M perma¬ 
necen fijos y, en consecuencia, las rectas AE y BC se en¬ 
cuentran en un punto E x asociado al M. El punto E está defi¬ 
nido en el plano ABC por la condición de ser congruentes 
ABA' y BAE, y la de estar (7y E á diferentes lados de AB. 
De modo análogo queda definido en el plano ABC otro punto 
E', tal que las figuras ACA' y CAE' son congruentes y los 
puntos B y E' están á diferentes lados de A C\ los E' y C se 
hallan al mismo lado de AA'. 

En la Geometría euclidiana coinciden los puntos D i y E¡ 
y, por consiguiente, también las semirectas AD y AE, AD' 
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y AE' . «La suma de los ángulos de un triángulo es un ángulo 
llano.» 

En el caso de la Geometría no euclidiana, designemos por 
F x y F* los puntos asociados al B en las rectas BCy A B, res¬ 
pectivamente, y por AF la semirecta de AF X situada al mis¬ 
mo lado de AA' que B. Los puntos A y B están separados por 
los M y lo mismo sucede á sus polares absolutas y á los 
puntos en que éstas cortan á la recta BG, es decir, D { y F x 
están separados por B y E { y, por,consiguiente, AD y AF lo 
están por AE y AB. Ahora, la semirecta AB no está entre 
las AD y AF, luego la AE deberá estar entre ambas. 

En la Geometría no euclidiana ( 113 ), no hay en cada rec¬ 
ta propia ningún par de la involución absoluta separado por 
otro, ó todo par está separado por cada uno de los demás, y 
respecto de esta propiedad, todas las rectas propias se com¬ 
portan de igual manera. El primer supuesto conduce á la Geo¬ 
metría de Gauss, y el segundo á la de Riemann (*). 

En la Geometría de Gauss, los puntos A x y D\ de la recta 
BC no están separados por los B y F l y, por consiguiente, las 
rectas A A' y AD no están separadas por las AB y AF. La 
semirecta AB está entre las A A' y AD, luego lo mismo suce¬ 
de á la AF y, finalmente, á la AE-, análogamente, la semi¬ 
recta AE' está entre las AA' y AD' . «La suma de los ángu¬ 
los de un triángulo es menor que un ángulo llano.» 

En la Geometría de Riemann, los puntos A' y D x de la 
recta BG están separados por los B y F x ; por consiguiente, la 
semirecta AF no está entre las A A' y AD, sino entre las AD 
y AA X y lo mismo sucede á la AE; al mismo tiempo, la AF)' 
está entre las AA 1 y AD'. «La suma de los ángulos de un 
triángulo es mayor que un ángulo llano.» 


(*) Véase Baltzer: Die Elemente der Mathematik, tomo II, «Plani- 
nietrie» § 2, asi como el Prólogo de la 6. a edición, 1883. 

Klein ha designado las tres clases de Geometría con los nombres de 
parabólica, hiperbólica y elíptica (**), Mathem. Ann., 1871, to¬ 
mo IV, página 577. — (N. A.) 

(**) Véase la 2. a nota de la pág. 25.— (N. T.) 
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Adición al § 20. 


(Véase Mathematische Annalen, 1887, tomo XXX, pág. 128.) 

En la clasificación hecha en el artículo anterior ( 150 ), he¬ 
mos llamado Geometría de Riemann á aquella en que la suma 
de los ángulos de .cada triángulo es mayor que un ángulo lla¬ 
no, por haber sido Riemann el primero en enunciar tal posi¬ 
bilidad, siquiera no haya analizado este caso de un modo com¬ 
pleto. Esto ha sido realizado primeramente por Killing. 

De acuerdo con lo explicado en el § 1 (12), consideramos 
solamente figuras de extensión limitada, prescindiendo de 
agregar un número arbitrario de tales figuras. Por esta 
razón, no hemos necesitado preocuparnos de si toda radiación 
de rectas tiene vértice, y cuántos son éstos. Esta cuestión no 
se presenta si no es colocándose en otro punto de vista, y la 
solución conduce á distinguir diversas formas tipos de Geo¬ 
metría elíptica. 

(Véase Killing: DieNicht-EuTdidiscke Raumformen in Ana- 
lytische Behandlung , 1885, artículos 11, 16 y 17, así como la 
noticia bibliográfica, nota 4. a ) 
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151 . Los conceptos matemáticos forman un grupo inde¬ 
pendiente dentro de los que sirven para la descripción del 
mundo externo, pudiendo unirse entre sí mediante una serie 
de relaciones sin necesidad de acudir á otros conceptos extra¬ 
ños á ellos. 

De igual modo, dentro de la Matemática puede separarse 
el grupo de conceptos que constituyen el.objeto de la Teoría 
de los números (Aritmética, Algebra, Análisis). La Geome¬ 
tría añade otros conceptos á los suyos propios; estos últimos 
no forman, sin embargo, un grupo independiente, pues sólo 
pueden relacionarse entre sí mediante la admisión del con¬ 
cepto de número, en lo cual se funda la aplicación del 
Análisis á la Geometría. 

El uso más frecuente del número en la Geometría se rea¬ 
liza en la medición. Toda medición puede reducirse al caso 
más sencillo en que una figura, por ejemplo, un segmento rec¬ 
tilíneo, se compone de varias congruentes y se cuentan éstas. 
La operación de llevar sobre una recta, uno á continuación 
de otro, segmentos congruentes, es una construcción en vir¬ 
tud de la cual, apoyándose en el axioma IV del § I» (8‘¿), se 
pueden introducir números correspondientes á los puntos de 
las rectas. Pero también los conceptos de red y pares equi¬ 
valentes, establecidos en el § 15 , nos ofrecen otro medio para 
la introducción de números que correspondan á los elementos 




232 


§ 21 .— RAZONES DOBLES, 


de una figura de primera categoría, ejecutando repetidamen¬ 
te una cierta construcción proyectiva y contando el número 
de las construcciones efectuadas. 

■ 5Si. Sean U, 4 0 , 4,, . elementos arbitrarios de una 

figura de primera categoría. Construyendo los pares 4 0 4 t , 

A x A 2 , 4 2 A 8 ,.equivalentes respecto del elemento límite U, 

se obtiene una red. Ampliemos ahora este concepto mediante 
la consideración de los pares 4,4 0 , A 0 B 1 , B l B 2 , ., asimis¬ 

mo equivalentes respecto del elemento límite U. Representa¬ 
remos también los elementos B lf B. ¿ , .así introducidos, los 

cuales son diferentes entre sí y de los U, A 0 , 4,, A 2 , A 3 , ., 

por la notación 

i, A— 2, . 

y diremos que son los elementos de la red que ocupan los 
lugares — 1, — 2, . 

A, 17 , X XX v~ 

Si a y p. representan números enteros cualesquiera , los pares 
de elementos AxAx-+-i y A^A^-hi son equivalentes respecto del 
elemento U; la figura Aa-iAa + iAaU es armónica y los tres ele¬ 
mentos U, A 0 y Ax determinan sin ambigüedad el A,, tal que Ax 
sea el 'Á csimo elemento de la red UA 0 A|. 

Dado en la misma figura un elemento arbitrario P, 
diferente del U, se puede hallar el número entero n, 
tal que el n esim0 elemento de la red coincida con el 
P ó esté separado del (n -{- l) esim0 por los P y U. Pues 
si el elemento P es diferente de los 4 0 , y B { , ó están sepa¬ 
rados los A 0 y A { por los P y U, ó los 4o Y P P 01 ’ l° s Ay l , 
ó los 4, y P por los A 0 y U; en el primer caso, basta tornar 
n — 0; el segundo caso se ha examinado ya en el § 15 (9t), y 
en el tercer caso, como 4, y B { están separados por 4 0 y l T , 
no lo están B x y Ppor,4 0 y //; sino que, ó están separados 4 0 
y B x por P y U, y entonces se tomará n — — 1, ó lo están 4 0 
y P por P, y U, en cuyo caso se puede aplicar el teorema 
antes citado (97) á la red UA 0 B V 

159. En la Geometría euclidiana ofrece un particular in¬ 
terés el caso en que 4 0 y 4, son puntos propios y £7es el pun¬ 
to absoluto de la recta 4 0 4,. La equivalencia determinada 
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por el par de puntos correspondientes A 0 A i y el punto lími¬ 
te U es, entonces, en virtud de lo dicho en el núm. 134, una 
congruencia directa sobre la recta A 0 A , y, por consiguiente, 
los pares A x A x ^i y A^A^+i son directamente congruentes. El 
valor absoluto del número X indica en cuántos segmentos di¬ 
rectamente congruentes con A 0 A X se puede descomponer el 
segmento A 0 A X , si X es positivo, ó el A X A 0 , si es negativo. Por 
esta razón, al número X se le llama razón de los dos seg¬ 


mentos A 0 A X y A 0 A ] y, más general, al número — razón de 

!*■ 


los segmentos A 0 A X y A 0 A pudiendo substituirse cada seg¬ 
mento por otro directamente congruente con él. 

Si P es el \ esimo elemento de una red cualquiera UA 0 A { , 
al número entero X, completamente determinado por U, A Q , 
A l y P, lo llamaremos índice del elemento P en la red 
UA 0 A { , ó, también, índice de los pares A 0 P y A 0 A L res¬ 
pecto del elemento límite U, y lo representaremos así: 


UA 0 A , U ( A o p \ 

índ P = índ 


de tal manera, pues, que 

u (A 0 A 0 \ U (AoA t \ 

índ \AqAJ = 0, írid =1, 

según lo.cual, podemos llamar al par A 0 A { par unidad. 

Si designamos por MN un par equivalente al par unidad 
respecto del elemento U en la misma figura (siendo M y N 
diferentes entre sí y de TJ), se puede determinar sin ambigüe¬ 
dad el elemento A { y, por consiguiente, en general, el par uni¬ 
dad por medio de los elementos M, N y A 0 . En atención á esta 
circunstancia, llamaremos también al número X índice de los 
pares A Q Py \ r respecto del elemento límite U; lo denota¬ 
remos asi: 



y diremos que el par MN es un par unidad. Todo par equiva¬ 
lente al MN respecto del elemento U es un par unidad y, para 
todo índice diferente de cero, todos los pares unidad son equi¬ 
valentes respecto del elemento U. 
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154. En el presente artículo consideraremos ex¬ 
clusivamente elementos de una sola figura de pri¬ 
mera categoría. En este supuesto, la ecuación 



significa que P y Q coinciden. La ecuación 



indica que los pares PQ y MN son equivalentes respecto del 
elemento U. Finalmente, la ecuación 



denota que la figura NOMTJ es armónica. Es de advertir que 
en todo esto suponemos que M, X , O, P y Q son diferentes de 
U y que también lo son uno de otro M y N. 

155. Dados tres elementos diferentes P, Q y U, se puede de¬ 
terminar un par unidad MN, de tal modo que el índice de los pa¬ 
res PQ y MN respecto del elemento U sea un número entero ar¬ 
bitrario distinto de cero. 

En efecto; se puede hallar el elemento R, tal que Q sea 
el \ esimo elemento de la red UPE, y entonces basta hacer que 
el par MN sea equivalente al PR respecto del elemento l . 

156. Si los pares PQ y P'Q,' son equivalentes respecto del 
elemento límite U y es 



A = índ \MN ) 


también será 



En efecto; construyendo los pares PR y P'R' equivalentes 
al MN (y, por tanto, entre sí) respecto del elemento l , ten¬ 
dremos, desde luego, 
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Ahora bien; como esta ecuación expresa una propiedad 
proyectiva de la figura UPQR, debe satisfacerse por toda 
figura proyectiva con esto; pero PP', QQ' y RR' son pares de 
elementos homólogos de una equivalencia con el elemento 
límite U (114) y, por consiguiente, las figuras UPQR y 
U'P'Q'R' son proyectivas, luego será 

U ( P'Q'\ u (P'Q'\ 

X = índ \ P'R v = índ \ MN /• 

Recíprocamente: Si los pares PQ, y P'Q' relacionados con 
un cierto par unidad dan el mismo índice respecto del elemen¬ 
to U, serán equivalentes respecto de este elemento. Pues, hallan¬ 
do el par PR equivalente al par unidad y el PS equivalente 
al P'Q', respecto del elemento U, será 

u f PQ\ u (R'Q'\ u (PS \ 
índ \Pr) = índ V PR ) = índ \ PR /; 

es decir, los elementos Q y S tienen índices iguales en la 
red UPR y, por tanto, no pueden ser diferentes uno de otro. 

157. En virtud de lo dicho, se puede substituir, no sólo el 
par MN, sino también el PQ por cualquier otro equivalente 
respecto del elemento U, pero sólo por éstos. Por consiguien¬ 
te, si se cambia MN por NM, ó PQ por QP, el índice sufrirá 
variación si es diferente de cero. Supongamos, por ejemplo, 
que 

u (PQ X 
índ V MN) = X 

sea positivo. Construyendo entonces los pares A^Aq, A 0 B l7 

BlBo, ., -Ba-i-Ba equivalentes al MN respecto del elemento 

U, de manera que sea 

U (A 0 Bx\ U (A 0 B X \ 

X = índ V A 0 B¡ ) = índ V MN ) 

y, por consiguiente, que A 0 B X y PQ sean equivalentes res¬ 
pecto de U y, además, que lo sean B\B x ~i, B x -\ B X -<2, ., 






236 


§ 21 . —ItAZONES DOBLES 


B\Ah, A 0 A¡ á NM, y B*A 0 á QP, resultará que B\ es 
el (—\) eatmo elemento de la red UA 0 A X y A 0 el \ eatm0 d e la 
red UB\Bx-i, es decir, 

U (A 0 B X \ u (B x A 0 \ 

ind \A 0 X/ = — X, índ\BxB x _ 1 )='X } 

ó bien 


U fPQ\ u (QP\ 

ind \NM) = — l, ind \NM) = / 


y, por consiguiente, 


u (QP\ u (QP\ 
ind \MNJ = — ind VALlí/ = — \ . 

Se obtienen las mismasvrelaciones suponiendo que 


U íPQ\ 

ind VilfAv = a = — u 

sea negativo. Si, pues, los pares PQ y MN tienen un índice 
respecto del elemento (J, será 


PQ\ 

U 

(PQ\ 

u 

MN) 

— — índ 

\NM) 

= índ 

ü 

!PÜ\ 

u . 

(QP\ 

índ 

\MN) = - 

— índ 

\HN). 


158. La ecuación así obtenida 

U fPQ\ u (QP\ 
ind \MNJ + ind VA/A7 = 0 

puede generalizarse, mediante la introducción de otro elemen¬ 
to R, en la siguiente forma: 

u (PQ\ u íQR\ ir (RP\ 
ind xÉn) + ind \M A T J + índ VilfA’J = 0 , 

siempre que tales índices existan. Para demostrar esta nueva 
relación observemos, en primer lugar, que no varia cuando 
se permutan circularmente los elementos P, Q y R ó se subs¬ 
tituyen uno por otro los P y Q (esto es, PQR por QPR) y, por 
consiguiente, de un modo general cuando se permutan arbi- 
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trariamente P, Q y E. Ahora bien, como dos, al menos, de los 
tres sumandos tienen signos iguales, distribuyendo convenien¬ 
temente las letras podemos suponer que los dos primeros su¬ 
mandos 

u fPQ) U íQE\ 

índ \MN) = m, índ \MN) = n 

tienen el mismo signo y que éste es el positivo, y basta de¬ 
mostrar la relación en esta hipótesis. Para ello, construyamos 
los pares A 0 A U A, A 2 , A m -\A m , A m A m + i, A m + n -\ 
A m + n, equivalentes al MN respecto del elemento U\ entonces 
serán A 0 A m equivalente á PQ, y A m A m+n á QR, luego (lOl) 
A n A m + n lo será á PE, es decir, 


u ( PP \ 

U í pp \ 


índ \MN) — m + n, 

índ KMn) = 

= — m — n. 

Considerando ahora en un cierto orden los elementos P , Q, 

E, S y, más general, los E i} 
del U, tendremos 

R 2 ., E n 1 

, todos diferentes 

U (PQ\ u 

(PR\ u 

( EQ \ 

índ \MNJ = índ 

\MNJ -f índ 

\MN) 

y, análogamente, 



U ( PP \ U | 

índ VJfiYj = índ 

(RS\ u | 

Í SP ) 

U1NJ + índ 1 

{MN), 

U (RQ\ U / 

rps \ u / 

'SQ\ 

índ \MN) =índ \ 

AINj + índ \ 

yMNJ,, 

luego, también 



U íPQ\ u í QE\ 

U ( RS\ 

ü fSP\ 

índ \MNJ + índ Vi/A7 -f índ \MNJ + índ \MNJ = 0, 

ó bien 



U ( p Q\ u ( pp \ 

ü íBS\ 

r f SQ \ 

índ \MNJ = índ \MNj 

+ índ \MN) 

+ índ \MNJ 

y, en general, 



U ( p Q\ U ( pp i\ u ( p i R s\ 

v (Rn-iQ\ 

índ \MN) — índ \MX) + índ V MN ) + .. 

.... -f- índ V MN ), 
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siempre en la hipótesis de que existan tales índices. Por lo de¬ 
más, es fácil ver en cuanto á esto que la existencia de un ín¬ 
dice de los pares PQ y MN respecto del elemento U, es con¬ 
secuencia de la de los índices 


(PR\ 

U iRQ\ 

XMN) 

é índ \MNj 


y, por consiguiente, también de la de los 



U (R l R 2 \ 

U í R n -lQ\ 

\Mn) 

, índ l MN), . 

, índ V MN J 


159. Si los n pares PR A , R X R 2 ., R n -iQ son equiva¬ 

lentes respecto del elemento U, y P es diferente de R u se 
obtiene 


(P9\ 

U (PJ,\\ 

u (PQ\ 

i u i 

í PQ 'i 

\MN) 

= n índ \MNJ 

; índ [PRJ 

' = n\ índ 

U,pj 


y, por consiguiente, 


u ( p Q\ u ( p Q\ u (PRí\ u (PQ\ u (P\P\ 
índ \MN) === índ \PrJ- índ [mNJ = í n d U,7V- índ Vi¥iVj. 

Siempre, pues, que respecto del elemento U existan índi¬ 
ces de los pares PQ y AB y de los AB y MN, quedará satis¬ 
fecha la ecuación 

U (PQ\ U (AB\ U (PQ\ 
índ \ABJ . índ V.17A7 = índ \MNj- 

En general, si los pares PQ y AB, así como los AB y MN, 
tienen índices respecto del elemento U, sin que P y Q coincidan , 
los tres pares determinan índices respecto de U con un par uni¬ 
dad convenientemente elegido , pues mediante elección adecua¬ 
da de los elementos A',B',M' y N' se tiene 

u í AB \ U (PQ\ 1 T ( MN \ u (PQ\ 

índ \A'B'J = índ ' MN), índ \ M'N'J = índ VAB/ 
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y, por consiguiente, 

U (PQ \ u (PQ\ U (AB \ 
índ ' A'B') = índ \AB I . índ \A'B') 

U (PQ\ U ( MN \ V í PQ \ 

= índ \MNK índ \M' N'J = índ \M'N') , 

lo cual demuestra que el par A'B' es equivalente al M'N' res¬ 
pecto de U, y que A'B' es un par unidad de las condiciones 
exigidas. Si existen, además, indices de los pares RS y AB 
y Rti y MN respecto de U, conservando la significación de 
A'B' tendremos 


u 

(RS 

\ U 

Í AB \ 

U 

( RS \ 

índ 

\AB 

I . índ 

\a'B 'J = 

índ 

\A'B') 





U 

(RS\ U J MN \ 




= 

ind 

{ MN) . índ ' M'N') 

ó bien 

r / 

PQ\ 

u ( R s \ 


u (RS\ u (PQ 


índ \ 

ab) . 

índUiAV 

= índ \ AB ) . índ V MN 


lo cual nos dice que la razón 


(RS\ 

u /-PQ\ 

\AB) 

: ind \AB ’ 


permanece invariable cuando se substituye AB por MN y, 
por consiguiente, está determinada únicamente por R, S, P, Q 
y U. Llamando ahora á esta razón índice de los pares RS 
y PQ respecto del elemento límite U y representándo¬ 
la por 


u 

índ 



obtenemos como índices todos los números racionales 
finitos, sin incurrir en contradicción con lo antes expuesto. 
En efecto, si el numerador es mw y el denominador n, siendo 
m y n números enteros y m diferente de cero, n es también, 
en el sentido anterior, índice de los pares RS y PQ respecto 
del elemento U. 

IGO. Los teoremas hasta aquí establecidos subsisten cuan- 
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do en ellos se introduce el concepto generalizado de índice. 
En las demostraciones se utiliza la propiedad de que si los pa¬ 
res CD y M x N r y los CD y M 2 N 2 determinan índices respecto 
del elemento U, eligiendo convenientemente los elementos 
M' y N' existen indices de los pares M X N X y M'N' y de los 
M 2 N 2 y M'N'.' 

Si los pares PQ y MN tienen índices respecto de\J y los MN 
y M'N' son equivalentes respecto de este mismo elemento, los pa¬ 
res PQ y M'N' tienen el mismo indice. Si los pares PQ y MN 
y los PQ y M'N' tienen el mismo índice , diferente de cero, los 
MN M'N' son equivalentes. 

Dados tres elementos distintos P, Q y U, se puede determinar 
un par MN, de tal manera que el índice de los pares PQ y MN, 
ó el de los MN y PQ, respecto de U, sea igual á un número arbi¬ 
trario, racional, finito y diferente de cero. 

Si los pares PQ y MN tienen índice respecto de U y los PQ 
y P'Q' son equivalentes respecto de este mismo elemento, los pa¬ 
res P'Q' y MN tienen el mismo índice. Si los pares PQ y MN 
tienen el mismo índice que los P'Q 'y MN, los PQ y P'Q' son 
equivalentes. 

Si los pares PQ. y MN tienen índice respecto de U, se veri¬ 
fica que 


(PQ \ 

U í QP x 

u Í PQ % 

Lvjf) 

— índ \MN/ = 

: — índ ' MX I 


De esta relación se deducen las ecuaciones 

ü / PQ \ U (P&\ u /RQ\ 
índ \MN/ = índ XMN/ + índ \MN) , 

U/PQ\ U (PPy\ (P\P<i\ U (Rn-iQ\ 

índ \MN) = índ \MN> + índ V MN / ^ . + indV MN /, 

las cuales suponen la existencia de los índices que figuran en 
los segundos miembros. 

Si los pares RS y PQ, así como los PQ y AB, tienen índi¬ 
ce, es 

u / RS\ u (PQ\ u ( RS \ 
índ \Pq) . índ \AB/ = índ \Ab) . 
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Si los elementos P y Q son diferentes y los pares RS y AB, y 
PQ y AB tienen indices respecto de U, la razón 

u (RS\ u /PQ\ 
índ ' AB) : índ \Atí) 

es independiente á AB e igual al índice de los pares RS y PQ 
respecto de U. 

161. Si los pares BP y BG tienen índice respecto de A, lo 
llamaremos también índice del elemento P en la red 
ABC y lo representaremos por la notación 

A (BP\ ABC 
índ \BC/ — índ P. 

Fijando los elementos A , B y C, este índice pasa por todos 
los valores reales finitos (*), pero una sola vez por cada uno. 

Si ABCP y A'B'C'P' son figuras proyectivas contenidas 
en la misma ó en diferentes figuras de primera categoría, los 
índices de los elementos P y P' en las redes ABC y A'B’C', 
respectivamente, son iguales. Por consiguiente, si A, B, <7 y P 
son elementos distintos, como las figuras ABCP, PCBA , 
CPAB y BAPC son proyectivas (109), será 

ABC PCB CPA BAP 
índ P = índ B— índ B = índ C. 

El caso en que la figura ABCP es armónica es el único 
en que pueden permutarse todavía de otro modo los cuatro 
elementos sin que varíe el índice; la posición armónica viene 
expresada ahora por la ecuación 

» 

ABC 

índ P-- -1. 

De la fórmula 

A / RP\ A (PB\ A i BP x a / BP\ a íBR\ 

índ \BC) — índ \BC' + índ \BC / = índ \BC) — índ V BCJ, 

■ 

-— 

(*) Con la restricción indicada en el § 23. 


n> 
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que supone la existencia de indices de los elementos P y R en 
la red ABC, se deduce 

ABC ABC A 

índ P— índ R = índ \BC) ■ 

Si se hace extensiva esta hipótesis á un elemento Q, se 
tiene 

ABC ABC A íRQ\ 

índ Q — índ R = índ \BCJ, 

de donde, si P, Q y R son diferentes entre sí, 

ABC ABC A (RP\ ABQ 

-jf^V- = indUa;= índ P 


índ Q— índ R 


PQR 

= índ A 


P 
= índ 


(QA\ 

\QR). 


Por último, haciendo intervenir un elemento *S% diferente 
del P, que tenga índice en la red ABC, se tiene también 


ABC abc A [SQ\ ASP 

,.r,. -=maU w= w« 


ABC ABC 

índ P — índ S 


PQA 

= índ S 


p (Q8\ 
= índ 


y como el producto 


P 

índ 


/QS\ P /CW\ P ( QS \ 
\Qa) . índ \QIi) = Índ \QR / 


vemos que es indice de 8 en la red PQS, llegamos & la impor- 
tante fórmula 


PQR 
índ ti* 


ABC ABC 
índ Q- índ S 


ABC ABC 

índ P — índ R i_ - _ 

ABÓ AÜ C 'ABC ABC 

Ind Q- índ R índ P— ¡nd 8 
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También podemos escribir 


PQR A 
índ S = índ 



162. En la Geometría euclidiana, suponiendo que P, Q, B 
y S son puntos propios de una recta y A es el punto absoluto 
de ésta, y de acuerdo con lo dicho en el número 153, se llama 
al numerador de la fracción anterior, esto es, á la razón de, 
los segmentos PR y BQ, razón en que el punto i? divide 
al segmento PQ (*) ó razón simple de los tres puntos 
P, Q y B; el denominador es la razón simple de los puntos P, 
Q y S. El número que hemos introducido como índice de S en 
la red PQR aparece aquí como razón de dos razones, á cuya 
circunstancia debe el nombre de razón doble que suele 
dársele. 

Si D es un elemento cualquiera que tiene índice en la red 
arbitraria ABC, á su índice se le llama razón doble de 
los cuatro elementos ABCD (**), ó de los dos pares 
AB y CD, y se le designa abreviadamente por (ABCD)’, 
esto es, 


ABC 

índ D = (ABCD). 


163. Consideremos por ahora solamente razones dobles 
cuyos cuatro elementos sean diferentes entre sí, las cuales 
pueden tomar, por consiguiente, todos los valores racionales, 
excepto 0,1 é oo. En tal supuesto, si en la figura formada por 
los cuatro elementos se permutan dos de ellos y también los 
otros dos, se obtiene una figura proyectiva con la primera; 
luego (ABCD) = (CDAB) ±=(BA CD); es decir, la razón do¬ 
ble de dos pares permanece invariable si se invierten éstos ó se 
permutan en cada uno sus dos elementos, y también, por consi¬ 
guiente, cuando se efectúan ambas operaciones. Por el eontra- 


(*) El autor la llama razón de división (TheilungsverhRltnis), 
denominación que substituimos por las usuales en castellano.— (N. T.) 

(**) Es también de uso muy frecuente el nombre de razón anarmó¬ 
nica. debido á Chasles. — (N. T.) 
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rio, cualquiera otra alteración de los elementos origina, en 
general, una variación de la razón doble. 

Si se permutan los elementos de un par, la razón doble se 
convierte en su recíproca. Pues, si los pares BD y BC tienen 
un índice respecto de A, su valor recíproco es el índice de los 
pares BC y BD. 

Si en una razón doble se permutan los elementos primero y 
cuarto , ó segundo y tercero, lu nueva razón doble se obtiene res¬ 
tando la primera de la unidad. Pues se tiene 

A (BD\ A (CB\ A (BD\ A í CD\ 

1 — índ \BC) = índ \CB/ + índ \CBJ = índV CB) = 

— (ACBD) — (DBCA). 

Por consiguiente, si cuatro elementos en un cierto orden 
determinan una razón doble, por ejemplo (ABCD) = x, á 
cada otro orden ,en que se supongan corresponde una razón 
doble y sus valores son: 

(ABCD) = (BA DC) = (CDAB) = (DCBA) = «, 

(A BBC) = (BA CD) — (DCAB) — (CD BA) = K 

(ACBD) = (CADB) = (BDAC) = {DBCA) = l—x, 

(ADBC) — (BCAD) = (DACB) = (CBDA) = 1 — 

(ACDB) = {CABD)^(DBAC)^(BDCA)== l ^, 

(ADCB) — (DABC) = ( CBAD) = ( BCDA) = J —• 

X 

Estos seis números son distintos entre sí, excepto cuando x 
tiene uno de los valores — 1, 2, (*)', en estos casos, ocho de 

(*) Conviene no olvidar que sé trata de elementos reales exclusiva¬ 
mente, pues si una de las razones tuviese por valor una raiz cúbica ima¬ 
ginaria de — 1, doce tendrían este mismo valor y las 12 restantes el conju¬ 
gado. La figura se llama entonces equianarnwnica (Cremona). (N. T.) 
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las permutaciones corresponden á figuras armónicas y tienen 
la razón doble — 1, mientras que la razón doble de otras ocho 

tiene el valor 2 y la de las ocho restantes el valor -i-. 

Observemos aún que si existen las razones dobles 
(ABP X P 2 ) y ( ABP X P 3 ), también los elementos A, B, P . 2 y P 3 
determinan una razón doble, y se verifica la relación 

{ABP % P 9 \ . ( ABP s P t ). (ABP x P 2 ) = 1, 

y si existen las razones dobles 

(ABCP x ) = x X) (ABCPj = x i , (ABCP 3 ) — x 3 , (ABCP i ) = x, 
también P x , P 2 , P 3 y P 4 determinan una razón doble 


(P X P 2 P S PJ 


(x, — x 3 ) (a? g — a? 4 ) 
(a* — *3) ( x i — x i) * 


164. El signo de la razón doble ( ABCD ) permite recono¬ 
cer si los pares AB y CD están separados ó no. Si la razón 
doble {ABCD) es positiva, los elementos A y B no 
están separados por los C y D\ si es negativa, los 
pares AB y CD están separados. Sean, en efecto, m 
y n números enteros positivos, y dados A, B y C construya¬ 
mos los elementos E, D y D' tales que sean 

(ABCE) = ~, (ABCD) = (ABCD’) -—; 

v 'n n n ’ 

entonces, por ser 

(ABEC) ==n, (ABED) = ( ABEC ). \A\BCD) = m, 

C es el n eaim0 elemento de la red ABE y D el m e8irno ; por con¬ 
siguiente ( 97 ), A y E están separados por B y C y también 
por B y D; luego, no lo están A y B por C y E, ni por D y E, 
ni, en consecuencia, por C y D. Finalmente, puesto que 

(. AB1JD') = (ABDC) . (ABCD') = - 1, 

A y B están separados por D y D\ pero no lo están por D 
y C\ luego lo están por C y D'. 

165. Con tres elementos distintos A, B y C podemos for¬ 
mar las razones dobles íABCB) =0 y (ABCC) = 1. Convie- 
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ne, sin embargo, prescindir de razones dobles en las que dos 
elementos son idénticos. Para que subsistan los teoremas que 
acabamos de deducir (si bien con algunas modificaciones) hay 
que admitir los valores 

(ACBC) = (CACE) = 0, (ABCC) = ( CCAB ) = 1, 
(CABC) = (ACCB)=«> 
y el correspondiente 

ABC 

ind A = (ABCA)— oo ; 

las doce permutaciones de los elementos A, B, C y C dan 
para razones dobles los valores 0,1 é oo, cada uno de los cua¬ 
les aparece cuatro veces. 

160. A todo número racional a, incluyendo entre ellos el 
valor oo, corresponde, después de lo dicho, un elemento P, y 
sólo uno, que forma con los A, B y C una razón doble 
(ABCP) = )., al cual llamaremos siempre elemento de la 
red ABC. Cada cuatro elementos P,', P 2 , P¿ y P 4 de la 
red ABC, diferentes entre sí y del A, determinan una razón 
doble que se calcula por medio de sus índices, aplicando la 
fórmula del núm. 168. Pero también cuando un elemento 
tiende al A, se obtiene una razón doble, pues, según una fór¬ 
mula dada en el mismo núm. 168, es 


(PiP 2 P 3 A) 


(ABC PC — (ABCP-¿) 
(ABCPC — (ABCPC * 


Por consiguiente, si se designan por P,, P 2 y P 3 tres elemen¬ 
tos cualesquiera de la red ABC, todo elemento de ésta pertenece 
a la PjPaPs, y recíprocamente. 

167. Si los elementos E y F son diferentes del A, en la red 
ABC existen elementos separados del A por los E y F. 

Demostración: Si E y F son elementos de la red ABC, 
basta hallar un elemento V que tenga índice negativo en la 
red EFA\ este elemento pertenecerá también á la red ABC 
y estará separado del A por los E y F. Si E es un elemento 
de la red ABC, pero no lo es F, uno, al menos, de los ele¬ 
mentos B y C (por ejemplo, el B), es distinto del E\ enton- 
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ces, si E y F están separados por A y B, la proposición es 
evidente; si lo están F y tí por A y F, basta determinar (97) 
un elemento U de la red EAB (y, por tanto, también de 
la ABC), tal que A y U estén separados por E y F-, por últi¬ 
mo, si lo están A y E por B y F[ y, por consiguiente, no lo 
están B y E por A y F ), se determina un elemento !Z T de la 
red ABE, tal que B y T estén separados por A y F (y, en 
consecuencia, Ey T por Ay F) y, en seguida, un elemento U 
de la red EAT que esté separado del A por los E y F. Queda 
todavía por considerar el caso en que ni E ni F pertenezcan 
á la red ABC. En tal supuesto, se construye el par BF', 
equivalente al EF, respecto del elemento A; se hallan des¬ 
pués en la red ABC un elemento B' separado del A por 
los B y F' y en la ABB' (I5ÍÉ) dos elementos C' y U, tales 
que los pares C’ U y AE estén separados y los pares BB' 
y C' U sean equivalentes respecto de A; finalmente, se deter¬ 
mina el par CG equivalente al BF’ respecto de A. Enton¬ 
ces BC ’, B' U y F' C son pares de elementos homólogos de una 
equivalencia con el .elemento límite A; por consiguiente, la 
figura ABB'F’ es proyeetiva con la AC'UG y el par C' G 
está separado por el A U, es decir, que, respecto de A, están U 
entre C’ y G y E entre C' y U, luego E entre C' y G y U en¬ 
tre E y G; por otra parte (lOO), las figuras AEFC'G y 
A GC' FE son proyectivas y, según hemos dicho, E está en¬ 
tre G y C’ respecto de A, luego G y, por consiguiente, tam¬ 
bién U, está entre E y F. El elemento U pertenece, pues, á 
la red ABC y está separado del A por los E y F. 

198. Dados arbitrariamente tres elementos E, F y H, en la 
red ABC existen elementos separados del H por los E y F. 

Pues, designando por A' un elemento no separado del H 
por los E y F, por B' y C’ dos elementos diferentes del A', 
pertenecientes á la red ABC, y por U un elemento de la red 
A'B'C' separado del A' por los E y F, los pares EF y UH 
están separados y el elemento U pertenece á la red ABC. 

Si E y F son puntos propios y A, B y C puntos cualesquiera 
de la recta EF, en la red ABC existen puntos propios sihiados 
entre los E y F. 

199. Si E, F y U son elementos de la red ABC, el índice 
de U está comprendido entre los de E y F, si E y F están sepa¬ 
rados por A y U; y recíprocamente. 
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Pues, si los pares EF y TJA están separados, la razón 
doble 


(.EFU A) = 


(ABCE) — {ABCU) 
(ABCF) — (ABCU) 


es negativa, luego numerador y denominador tienen signos 
opuestos, etc. 

Si A, B y C son puntos de una recta propia y E, F y U pun¬ 
tos propios de la red ABC, estando U situado entre E y F, el 
índice U está comprendido entre los de E y F, si A no pertene¬ 
ce al segmento EF; y recíprocamente. 

170. La razón doble de los cuatro puntos en que una rec¬ 
ta r es cortada por cuatro planos A, B, C y D se designa 
por r (ABCD ). La de las cuatro rectas de un plano que desde 
un punto P proyectan los A , B, C y D se designa por 
P (ABCD), etc. 






§ 22,—Coordenadas (*) 


171. Si se designan- por A, B y E tres elementos fijos de 
una figura de primera categoría, por P un elemento cualquie¬ 
ra de la red ABE y por x el índice de P en la red, el número 
x—\ABEP) pasa por todos los valores racionales (**), in¬ 
cluso el valor oo , y determina completamente el elemento P 
de la red, lo mismo que, recíprocamente, el elemento P de¬ 
termina el número x. Adoptando la denominación usada en 
Geometría analítica, podemos, pues, decir que el número x es 
la coordenada del elemento P. Púesto que 

{ABEA) = co , (ABES) = O y (. ABEE) = 1, 

los elementos A, B y E tienen por coordenadas respectivas oc, 
0 y 1, y se dice que son: A el elemento infinito ó primer 
elemento fundamental; B el elemento cero ó segun¬ 
do elemento fundamental; E el elemento unidad, y 
.ría coordenada de P en el sistema de coordenadas defi- 


(*) Para todo lo relativo á este artículo, véanse: M o bius, Der Bary- 
centrische Calcul, 1827, 2. a parte, cap. VI; Staudt, Beitrdge zur Geo- 
metrie der Lage , 2.° cuaderno, 1857, §29: Liiroth, Mathem. Ann., 1857, 
tomo VIII, páginas 207 y siguientes; Fiedler, Darstellende Geometrie, 
2. a edición, 1875, páginas 523 y siguientes y 739 y siguientes; Sturm, 
Mathem. Ann., 1876, tomo IX, páginas 343 y siguientes. El contenido de 
este y del anterior articulo proceden, en su esencia, de una lección dada 
en el semestre del invierno de 1873-74 .—( N. A.) 

(**) Con la restricción indicada en el § 23. 
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nido por A y B como primero y segundo elemento fundamen¬ 
tales, respectivamente, y por E como elemento unidad, ó, más 
brevemente, la coordenada de P en la red ABE. 

Todo número puede escribirse como cociente - de dos 

a ? 2 

números finitos x¡ y x 2 , los cuales, independientemente uno de 
otro, admiten todos los valores finitos con la sola excepción 
del valor cero, que no se puede asignar á los dos al mismo 
tiempo. Cada par de valores (a?,, x 2 ) de esta naturaleza puede 
tomarse como representante de un número determinado, 

del cociente pero, por el contrario, este número no tiene 

un solo representante, sino infinitos, todos los pares de valo¬ 
res de la forma (paq, pa? 2 ), donde p denota un número finito, 
arbitrario y diferente de cero. Los pares de valores tales que 
el cociente de sus términos es racional, representan las coor¬ 
denadas de todos los elementos de una red y pueden, por con¬ 
siguiente, ser considerados como representantes de los mis¬ 
mos elementos. Si (¿c,, x 2 ) es el par representante del elemen¬ 
to P de coordenada x en la red ABE, los números x { y x t} se 
llaman coordenadas homogéneas correspondientes á 

la coordenada x== (ordinaria), ó coordenadas ho¬ 
mogéneas del elemento P en la red ABE, al cual se 
designa por la notación (x t , x 2 ). Para valores finitos de x se 
pueden tomar x x —x y x 2 = 1, y si « es infinito, x, = 1 y 
x 2 — 0. Los elementos fundamentales se representan por 
(1, 0) y (0, 1) y el elemento unidad por (1,1). 

1^2. La ventaja del uso de los coordenadas homogéneas 
se manifiesta ya en la solución del siguiente problema: Ha¬ 
llar la razón doble de cuatro elementos P, Q, R y S, 
representados por (x t , x 2 ), (y, y. 2 ), (z 1; z 2 ) y (t u t. 2 ) en la 
red ABE. 

Si suponemos primero que P, Q, R y S son diferentes unos 
de otros y de A, será 

(El _ El] (El _ Jl ] 

(PQRs) — ^ z i) \ y^ ¿a / ___ i. x \ z t x 2 z i) (yitj y^i) 

(Ei El] (3. _ ^ (l/i z 2-y2 z t) 

\y* Z 2 J \ x 2 < 2 / 

= (SRQP) = (RSPQ) = (QPSR) 
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(a?, g. 2 — X % 2 , ) (fft • 0 — Vi . 1) 

(Sfi 2-2 — #2 2*2 ) (®, . O — X, . 1) ‘ 


Vi z 2 

Según esto, la fórmula 

/PQ, K £V = (.X-, 2. 2 — a? 2 z,) {yY t 2 — y 2 ty) 

(V\ 2-2 — y^Zi) [x x t 2 — x 2 ¿i) 

continúa siendo aplicable cuando uno de los elementos es el A 
y, finalmente, también cuando dos elementos son idénticos. 

Esta fórmula hace ver, además, que la razón PQRS pue¬ 
de ser substituida por una de las SRQP, RSPQ ó Q PSR, y 
no cambia cuando se ponen p.r, y pa 2 en lugar de x t y .r 2 , 
ó py, y py 2 en lugar de y, é y 2 , etc., como era de prever. 

17i*. Pasando ahora á las figuras de segunda categoría, 


tomemos primero en 
un plano cuatro pun¬ 
tos A , B, C y E (figu¬ 
ra 72), que de tres en 
tres no están en línea 
recta, y proyectemos 
el punto E desde los 
A, B y G sobre las 
rectas BC, CA y AB, 
respectivamente, en 
E t , E. ¿ y E s . Si P t es 
un punto de la red 
BCE V P 2 un punto 
de la red CAE 2 , P el 



Fig. 72. 


punto de intersección de las rectas AP X y BP 2 y, por últi¬ 
mo, P 3 la proyección de P desde C sobre AB, los haces 


B(CAEP) y P(E X AEB) son perspectivos; por consiguiente 
iCAE,P,) = B(GAEP) = P (E t AEB), 

(. BCE n P) = P(BCE i A) = P(E l ABC); 

existe, pues, también una razón doble 

P{E i ACE) = C(BAPE) = {BAP,E 3 ) = {ABE. ii P 3 ), 
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es decir, P 3 es un punto de la red ABE r Todo punto P del 
plano ABO, que se proyecta desde los A, B y C sobre las rec¬ 
tas BC, CAy AB, respectivamente, en puntos de las redes 
BCE U CAE 2 y ABE i} se dice que es un punto de la red 
ABCE. Si se designan por v x y v 2 las coordenadas de P, en 
la red B'CE U por u\ y w 2 las de P 2 en la red CAE Í¿ y por x¡ 
y x 2 las de P 3 en la red ABE 3 , será 

iÜL = (BCE,P ,) ( CAEtPs) (ABE,P a ) = 

n ¿ a? 2 

== P [E X AEB ). P[E X ABC). P(E l ACE) = 1. 

Representando, además, por x 3 el valor común de los co¬ 
cientes 

£C 2 v 2 a* | W) | 
v ! w 2 ’ 

resulta 

£6*2 V, X 3 W, 

x 3 ~~ v 2 3 x t w 2 ' 

Existen, pues, tres números x x , x 2 y x 3 tales que 

:c A- = (BCE,P í )=A{BCEP),^- = (CAE. ¡ Pi) = B(CAEP), 

— = (ABE :i P 3 ) = C(ABEP), 

X-2 

y esta propiedad , subsiste cuando el punto P está en uno de 
los lados del triángulo ABC, pero sin que sea uno de sus vér¬ 
tices. Si, por ejemplo, P está en ^LP, pero sin ser A ni B, los 
puntos P x , P 2 y P 3 caen, respectivamente, en A, B y P y se 
tiene a; 3 =0, mientras que x t y £r 2 no son nulos. Pero, si P es un 
vértice de aquel triángulo, uno de los puntos P,, P 2 ó P 3 que¬ 
da indeterminado; por ejemplo, si P se confunde con A, P x es 
indeterminado, P 2 y P 3 coinciden con A y se toman x % — 0, 
x 3 = 0 y para x x un número finito, arbitrario y diferente 
de 0. 

Puesto que uno, á lo más, de los cocientes 2 , y —■ 

X 3 X, x% 
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puede quedar indeterminado, los números x x , x 2 y x 3 determi¬ 
nan la posición de dos, por lo menos, de las rectas AP X BP 2 
y CP 3 y, por consiguiente, en todos los casos, el punto P 
como intersección de ambas. Por el contrario, el punto P no 
determina completamente los tres números x u x 2 y x 3 , sino 
que con igual razón que el sistema de valores (a?,, x 2 , x 3 ) pue¬ 
den tomarse siempre para representantes de dicho punto to¬ 
dos los sistemas (pas,, prc 2 , pa?.,), donde p denota un número 
finito, arbitrario y diferente de Cero. Si, pues, llamamos á x v 
x % y x 8 coordenadas del punto P en la red ABCE , es¬ 
tas coordenadas deben designarse como homogéneas. Apar¬ 
te la condición de no poder anularse las tres á un tiempo, las 
coordenadas deben cumplir la de que sus cocientes sean nú¬ 
meros racionales; por lo demás, pueden ser tomadas com¬ 
pletamente arbitrarias. 

Para todos los puntos de las redes BCE X , CAE 2 y ABE 3 , 
pero sólo para éstos, es, respectivamente, x x —0, #. 2 = 0 
y x 3 = 0. Los puntos A, B y C tienen, según el orden en que 
se han supuesto, los representantes (1, 0, 0), (0,1, 0) y (0, 0,1) 
y se llaman primero, segundo y tercer punto funda¬ 
mental. El punto E tiene las coordenadas (1, 1, 1) y se lla¬ 
ma punto unidad. Los tres puntos fundamentales (fijado su 
orden de sucesión) determinan con el punto unidad el siste¬ 
ma de coordenadas. 

134. Si tomamos ahora en un plano cuatro rectas fijas 
a, b, c y e, que de tres en tres no pasen por un punto, y lla¬ 
mamos recta de la red abce á toda recta r tal que existan 
dos de las razones dobles a (bcer ), b(caer) y c(aber), se pue¬ 
den introducir coordenadas homogéneas u x ,u 2 ,u 3 para todas 
las rectas de la red, de tal manera que, en general, sean 

- 2 = a (bcer), — — b(caer), — L = c(aber). 

U 3 u \ u i 

Si existen dos de estas razones dobles, también existe la 
tercera, excepción hecha del caso en que la recta r sea uno de 
los a, b ó c. Para coordenadas de la recta a se toman (1, 0, 0) 
ó (p, 0, 0); para ó (0, 1, 0) ó (0, p, 0); para c (0, 0,1) ó (0, 0, p), 
y la e viene representada por (1, 1, 1) ó (p, p, p). Las rectas 
a,b, c y e, consideradas las tres primeras como rectas fun- 
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¿laméntales y la cuarta como recta unidad, determinan 
el sistema de coordenadas. 

175. Se acostumbra introducir al mismo tiempo en el 
plano coordenadas de puntos y de rectas, fijando en él un trián¬ 
gulo y un par de elementos que, respecto de éste, sean polo y 
polar (69). Sean A, B y C los vértices del triángulo, a, b y c 
sus lados opuestos y e la polar del punto E respecto del trián¬ 
gulo ABC, y supongamos tomados estos elementos de modo 
que los puntos A, B, C y E no estén de tres en tres en línea rec¬ 
ta, ni, por consiguiente, las rectas a,b, c ye pasen de tres en 
tres por un punto. (Las figuras ABCEabce y cibceABCE son 
polares recíprocas). Si tomamos un punto P(x { , ¿e 2 , x 3 ) en la 
red ABCE y una recta r (m,, w 2 , %) en la red abce, la recta r 
es cortada por las a, b, c, AP, BP y CP, respectivamente, 
en R x , P 2 , P 3 , P x , P 2 y P 3 , de manera que 


(R. 2 Jl i E i P l ) 


X%Uq> 


(P¡ fí t P 2 P 2 ) 


x í u l 

x¡ U .j 


(P,P 2 P 3 P 3 )=- 




ó, también, 


ÍW, Pi) 


(R.R,R. !>.,) = - 


pues, si por un momento se designa por E' el punto ae, será 

A(BCEP)=^, a(bcer)=(CBE'R.)==- li -, A(CBEE') — — 1 
x 3 w 3 

_. a AEL^A{CBPE) .A(CBEE') . A (CBE'R¡) 
x 3 u 3 

— A(CBPR\) = (R i R 3 P í R } ), 
y así para las demás. 

Si el punto P está en la recta r, se confunde con los 
Pi, P 2 y P 3 ; las razones dobles (R x R i R s P í ) ) (R, P 2 P3P2) y 
(PjPaPjPg) son idénticas y la suma x x u x -j- x 2 u 2 -j- fic 8 M 8 es 
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nula, y recíprocamente. Se reconoce fácilmente que esta pro¬ 
piedad subsiste cuando una ó varias de las coordenadas se 
anulan. 

Si ahora designamos por Q{y v y 2 , ?/ 3 ) y R(zi, z 2 > z s) dos pun¬ 
tos de la red ABCE, y hacemos , 

Vi = ?h z i — VA = ?h z \ ~ U\ z *> v * = y\ z i — y* z u 

los números v u v 2 y v 3 se comportan como enteros, sin que 
puedan anularse simultáneamente, y, puesto que se verifica 

yi v i -+~ y * v 2 + y-A v s — ^ y z \ v \ + z t v * + z i v ^ = o, 

representan una recta, que pertenece á la red abce y contie¬ 
ne los puntos Q y R, es decir, que: Si se unen dos puntos de 
la red ABCE, se obtiene una recta de la red abce, y si se halla 
el punto de intersección de dos rectas de la red abce, se obtie¬ 
ne un punto de la red ABCE. Si, pues, debido á esto, llama¬ 
mos á aquellas rectas también «rectas de la red ABCE » 
á sus coordenadas también «coordenadas en la red 
ABCE», á estos puntos también «puntos de la red abce » 
etcétera, todos los puntos y rectas que se obtengan de los puntos 
A, B, C y E ó de las rectas a, b, c y e, cuando en el plano 
ABC se construyan únicamente rectas de unión de puntos 
y puntos de intersección de rectas, se llamarán elementos de la 
red ABCE ó déla abce, indistintamente. 

La ecuación x x u x -f- x 2 u 2 + x 3 u 3 = 0 expresa la con¬ 
dición necesaria y suficiente para que sean inci¬ 
dentes los elementos (x¡, x<¿, x 3 ) y,{u u u 2 , u 3 ), uno de los 
cuales es un punto y el otro una recta, ambos de la 
red ABCE. 

170. -Designemos el elemento (x u x 2 , x 3 ) por X, el elemen¬ 
to CPi, P 2 , Pn) P or p > etc * Por el P unto x de la red ABCE se 
pueden trazar cuatro rectas pertenecientes ála red, uniéndo¬ 
lo con cuatro puntos P, Q, P y S de ésta. El rayo XP tiene 
por coordenadas 

x 2 p s — x 3 p. 2 , x :i P, — a*j p 3 y — x *Pi, 


a{b, c, e, XP) — 


X x P i x \ Vz 

X \ Pi X ‘iPl 


luego, será 
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y, del mismo modo, 





a ( b , c, e, XQ) 

x 3 q i 

- x, q~ 

— ^ :l , etc. 




- a?, q<¿ ~ 

Xt í q\ 


Pero, 

de aquí resulta también para los rayos XP, XQ, XR 

y Xtí una razón doble 




— 

x t pf) (as, r % — x. 2 r } 

i) ( x \ Pi 

— X 2P\) (a? 3 r \ 

X l ^ 3 )^ 

(«3?1 — 

qf) (#i — x * r i 

) — i X l 

— x 2 q t ) {x 3 r , 

— x i r.¿) 

Í X 3 <?t — 

x, q 3 ) (as, s 2 — x¡ s, 

) — (®1 

— qf) (a? 3 s, 

— x x s 3 ) 

(x 3 p | — 

■ p 3 ) (as, s 2 — % s t 

) — (x i p i 

X 3 P\) ( X 3 S l 

— aq s 3 ) ’ 


y representando la determinante s + a?,jp 2 r 3 , P or ejemplo, 
por {xpr), será 


X{PQRS) — 


{xpr) ( xqs ) 
(xqr) ( xps ) ' 


Si fuese x L = 0, se substituiría abe por be a ó por cab. 

Sobre la recta u de la red A BOJE se pueden determinar 
cuatro puntos de la red por intersección con cuatro rectas 
f, g, Ji y le que pertenezcan á ella. La razón doble de estos 
cuatro puntos resulta ser 


u{fghk) — 


( ufh ) {ugk) 
(ugh) {ufh) ' 


Por consiguiente, si X, P, Q, Ry tí son elementos de igual 
naturaleza de la red ABCE , y los P, Q, R y tí son tales que 
de tres en tres no pertenecen á una misma figura de primera 
categoría, existen dos, al menos, de las razones dobles 


P(QRtíX), Q(RPSX) y R(PQSX), 


es decir, X es un elemento de la red PQRS y, en general, to¬ 
dos los puntos y rectas de la red ABCE pertenecen á la 
PQRS, en la cual están contenidos, en particular, los mismos 
A, B, r C, E, a, b, c y e. Si se designan por P, Q, R y S cuatro 
puntos de la red ABCE que de tres en tres no estén en línea 
recta, ó cuatro rectas de la red ABCE que de tres en tres no pa¬ 
sen por un punto, todos los elementos de la red XBCPi pertene¬ 
cen también á la PQRS, y recíprocamente. 

IW. Consideraciones análogas á las planimétricas prece- 
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dentes pueden hacerse en las figuras radiadas. Si designamos 
por a, by c tres rectas de una radiación, por A, B y Clos pla¬ 
nos que determinan de dos en dos, por e otra recta de la ra¬ 
diación, exterior á estos planos, y por E el plano polar de la 
recta e (70) respecto del triedro abe , todas las rectas y todos 
los planos de la radiación abe que se deducen de las rectas 
a : b, c y e, ó de los planos A, B, C y E, construyendo única¬ 
mente planos determinados por rectas y rectas de intersección 
de planos, se llaman elementos de la red abce ó de la 
ABCE. Si p, q, r y s son cuatro rectas ó cuatro planos de la 
red abce que de tres en tres no pertenecen á un haz, todos los 
elementos de la red abce pertenecen á la pqrs, y recíproca¬ 
mente. Cada uno de estos elementos tiene tres coordenadas 
homogéneas en la red abce ó en la ABCE ; a, b y c se 
llaman rectas fundamentales, e recta unidad, A, B 
y C planos fundamentales y E plano unidad. Repre¬ 
sentando por x t , x 2 y x 3 las coordenadas de la recta x en la 
red abce y por u u u 2 y u n las del plano U en la misma red, se 
tiene 


°^ = a(bcex), etc.; — = A(BCEU), etc. 

a? 3 u 3 


La condición necesaria y suficiente para que la recta x y 
el plano U sean incidentes, viene expresada por la ecuación 

x x u x + X 2 U 2 + x 3 Ú 3 =0. 


Si x, p, q, v y s son rectas ó planos de la radiación, se 
tiene 


x{pqrs) = 


jxpr) ( xqs ) 

(xqr) ( xps ) ' 


178. Dejando ahora las figuras de segunda categoría, to¬ 
memos cinco puntos A, B, C, D y E que de cuatro en cuatro 
no estén en un plano y proyectemos el E desde los A, B, C y D 
sobre los planos BCD, CIJA, DABy ABC, respectivamente, 
en E t , Eo, E s , y E x . Sean E )2 el punto de intersección del pla¬ 
no ABE con la recta CD ; E n el del plano ACE con la recta 
BD, etc. Si designamos por P t2 , p 23 y puntos de laa redeg 
CDE l2 , ADE n y ABE ¿1 , respectivamente, por P el punto co¬ 
mún á los tres planos ABP„, BCP 23 y CDP U , y por P 24 , P 2 , 

17 
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y P ,3 los puntos de intersección de las rectas AC, AI) y B1) 
con los planos BDP, BCP y ACP, respectivamente, el pun¬ 
to P 24 pertenece á la red AGE,, , el P 28 á la ADE, 3 , y el P 13 
á la BDE ls ; pues, si P,,,P„ P 3 y P 4 son las proyecciones de 
P desde A, B, C y D sobre los planos BCD, CDA, DAB 
y AB 6, respectivamente, en el plano ODA se proyecta el 
punto E.¿ desde G, I) y A sobre DA, AC y CD, respectivamen¬ 
te, en E 23 , E„ y iv l2 , y el P, en P, 3 , P 24 y P m luego el P 24 per¬ 
tenece á la red ACE,,, y cosa análoga puede decirse para los 
Au y As? y se ve que los puntos P,, P 2 , P 8 y p 4 pertenecen, 
respectivamente, á las redes BCDE U CDAE,, DABE 3 y 
^IP6 y P 4 . Todo punto P que se proyecta desde los A, B, C y D 
sobre los planos BCD, CDA, DAB y ABC, respectivamente, 
en puntos de las redes BCI)E X , CDAE,, D ABE, y ABCE, se 
llama punto de la red ABC DE; la recta CD esportada por 
el plano ABP en un punto P 12 de la red CDE VZ , etc. En parti¬ 
cular, todos los puntos de las redes BCDE„ CDAE„ D ABE., 
y ABGE, pertenecen á la ABC DE. 

Sean x t , x, y x 3 las coordenadas de P 4 en la red ABCE„ 
y, por consiguiente, 


f- = f = (CAE U P U ), { ABE M P u) . 

Se puede, entonces, agregar el número x,, tal que x 2 , x 3 y x, 
sean las coordenadas de P, en la red BCDE X y, por tanto, 
que 


j*-~(CDE n P l9 ) y ~-= (DBE t3 P n ). 

De loa valores de (ACE U P U ) y ( ClJ E, 1 P li ) l ó de 
(• ABE u P u ) y (. BDÉ U P„), se deduce 

%- = (DAE a P„). 

x \ 

Los números x u x„x 3 y x, tienen, pues, la propiedad de re¬ 
presentar: x„ x 3 y x, las coordenadas de P, en la red BCDE X ; 
x a> x \ y x \ líis de P 2 en la red CDAE,; x,, x, y x, los de P 3 en 
la red DABE 3 , y x„ x, y ¿c 3 las de P, en la red ABCE,. Ta¬ 
les números existen también aunque P esté en una recta con 
dos de los puntos A, B, C y D, con tal de no confundirse con 
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ninguno de estos. Si, por ejemplo, está P en AB, pero sin ser 
A ni B, los puntos P t , P 2 , P ;t y P, coinciden, respectivamente, 
con los B, A- 7 P y P,, y se tiene íc 3 ^=Oy = 0, pero ¿c, y a; 2 
no son nulas. Si Pes uno de los puntos A, B, C ó D, una de 
las proyecciones P u P 2 , P 3 ó P 4 queda indeterminada; por 
ejemplo, si P cae en A, P, queda indeterminado, P 2 , p 3 y p 4 
se confunden con A, y serán íc 2 = 0, x 8 0, a? 4 = 0 y para ác, 
se toma un número finito cualquiera diferente*de cero. 

Los números x t , x 2 , x z y x i determinan el punto P como 
intersección de los planos ABP n , n ACP, etc., y se llaman 
coordenadas de P en la red ABCDE, pudiendo tomarse 
en su lugar también p.-r,, p£c 2 , px :l y px¿, si p no es nulo ni infini¬ 
to. Estas coordenadas se designan, de modo análogo á lo antes 
hecho, como homogéneas; no pueden anularse simultánea¬ 
mente y sus cocientes son números racionales, pero no 
cumplen ninguna otra condición. Para todos los puntos de la 
red BCDE i esx t =0, para todos los déla, CDE l2 esx l =x 2 =0 ) 
etcétera. Los puntos A , B, C, D y E tienen, según el orden 
de colocación en que se han supuesto, los representantes 
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, O), (0, 0, 0, 1) y (1, 1, ^ 

y se llaman, respectivamente, primero, segundo tercero 
y cuarto puntos fundamentales y punto unidad. Los 
cuatro puntos fundamentales (fijado su orden de sucesión) de¬ 
terminan con el punto unidad el sistema de coorde¬ 
nadas . 

17». De modo análogo, según la ley de correlación entre 
punto y plano, se definen los planos de la red ABCDE 
y sus coordenadas, partiendo de los planos A B C D v E 
que de cuatro en cuatro no pertenecen á una radiación/Los 
A, B, C y D son los planos fundamentales y el E el 
plano unidad. Si P es un plano de la red ABCDE se tie¬ 
ne, en general, 

V = (Ú7L1, CDB, CDE, CDP ), 

V- = {B&A, BDC > BDE > BB >P), etc. 

W '3 

180. Se suelen introducir al mismo tiempo coordenadas 
de puntos y de planos tomando cuatro puntos fijos A, B, Cy D 
los planos A', B', C’ y D' que determinan de tres en tres (es 
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decir, los BCD, ODA, DAB y ABC), un punto E, fuera de 
estos planos, y el plano E' polar de este punto ( 91 ) respecto 

av°AÍ’AA, y D < de tal man era, pues, que las figuras 
ABCDEA B C D E' y A'B'C'D'E'ABCDE son polares reci¬ 
procas. El punto E, en que la recta AE encuentra al plano A' 
es, entonces, el polo de la recta A'E' respecto de los puntos 
B, L y D. Sean P (*„ x it x„ x, t ) un punto en la red A BODE 
y P (m,, u 3} u 3 , i¿ 4 ) un plano en la red A'B'C'D'E' y designe¬ 
mos por p l} p. ¿) p 3 y Pi i as rec tas en que el plano P' es cortado 
por los 4', B', C' y D' , por P u P 2 , P 3 y p, i os puntos de ¡ n . 
tersección del mismo plano con las rectas AP } B P, CP y DP 
por u 2 , u 3 y w 4 las coordenadas de la recta p y en la red BODE 
por a? 2 , x a y a; 4 las coordenadas del punto P A , proyección del P 

d , eS ™ 4S ° breel Pla "° 4 '- p0rP ^ el punt0 PiP„ e sto es, 
el A B 1 (por tanto, el de intersección de la recta CD con el 
plano P') y, por último, análogamente al P' los p p » v 
etcétera. Los puntos P¿, P s y P 4 están en una recta (por estar 
en los planos P y CDP), y lo mismo puede decirse de los 
p 2 3> p i y P v etc. 

Si las rectas p,, p. 2 , p 3 y p t SO n tales que de tres en tres no 
pasan por un punto (esto es, si el plano P' no contiene ningún 
punto fundamental, ó si u 3 , u, y u¡ son todas diferentes de 
cero), se puede construir en el plano P' el polo P' de p por 
ejemplo, respecto d ep 2 p sPl (ó P¿P¿P¿), y se hallan: " 

a? 2 u 3 , x a u s , ¿c 4 

como coordenadas de P, en la red p,p,p tPl (ó P¿P¿P¿i^), 

05, «Í, a? 3 m 3 ® 4 tt 4 , W 3 , £C 4 u, x 

como coordenadas de P 2 en la misma red, etc. Si en el plano 4' 
el punto P A se proyecta desde B sobre la recta CD en P" se 
gún una observación antes hecha ( 175 ) y teniendo en cuenta, 
además, que P", P 2 y P 3 ' 4 están en línea recta (por estar en 
los planos P' y ABP )\y que pueden permutarse los índices 
se obtiene 


(P' P' P' P") — _ r/: 4 M -4 

113 14 


(i » p « p ; 2 p ;,) - p;, (p,;p¿p¿^ =- 
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p (p' p' p' yy ) — _ ,l < u i i y ip' p' p' p \ x z u 3 . 

X 2 ^ Si 1 U 1 24 1 13' ™ .. 7 1 34^24^23^ 12^ 1 '- TTTT1 

X 3 U 3 x iU k 

p . <pu*»k*¡a = p * (p»p; t púp«) ■ p * (p¿w¿) 


P .< P .','V.«) = 


x 3 U 3 “1“ ^4 W 4 


®1«I + a?3 M 3 


P' (P' P' P' p \ _ _ x * u * _ • 

24 23 34 13 *' + 

1 34 ( R U R 23 R \ R i) == ^*34 (-^ 24^23 ^ 1 ^ 12 ) * R 3Í^ R U R 23 R 12^1 ) 


PfoúP&P ,) = ^ p»(pL p Lp¡ p í)= 
P«(PÍPÚPl : P,) = P*(KKPW = ~> 

P' (P ' P' P' P ) =_ -_- 

24 23 34 1 2 ¿Cjtí, -f- # 3 tt 3 + #4^4 ’ 

p' (p ' p' yy p \ ,/; i ?< i ~l~ ^ 3 % 4~ ^4 M i 

f 23 '* 34^ 24^ 1 ^ 2' „ ,, 

" 3 

Si P está en P', se confunde con P,, P 2 , P 3 y p 4> y i a suma 
»!*«,+ £C 2 w 2 + x s u 3 + x í u í es nula , y reciprocamente. La res¬ 
tricción impuesta al plano P' de no contener ningún punto 
fundamental, se salva fácilmente. Por consiguiente, si 

Qiih, y*, y*, yJ, R ( z i> z *> z -¿, «*), S(t u t 2) t s , t k ) 

son puntos de la red y ponemos 


i y2 y&y1 1 


1.73 y. y 4 


ypkiu 


^.y 2 y3i 

\ Z 2 Z S 2 4 

1 L L ^41 


2 3 2j Z í 

1L L L 

?= « 2 , 

Z \ Z 2 z i 

¿J ¿ 2 

= «3, — 

Z í 2 2 2 3 

¿2 L 1 


las sumas 


yp'i 4~ yp'-i + y-i v 3 V\ v m z l v l z 2 v 2 -\- z 3 v 3 -f- z i v. i , 

ti”, + <2»! + *,'®„+í t », 
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se anulan, y los números »„ v 2 , v 3 y v k representan un plano 
que pertenece á la red A BODE y contiene los puntos Q, R 
y S, es decir, que: Si se unen tres puntos de la red ABCDE 
se obtiene un plano de la A'B'C'DE'; si se halla el punto de in¬ 
tersección de tres planos de la red A'B'C'D'E se obtiene un 
punto de la red ABCDE. Según esto, las rectas que unen cada 
par de puntos de la red ABCDE se confunden con las de in¬ 
tersección de cada par de planos de la red A'B'C'D'E'. A estas 
rectas se les llama «rectas de la red ABCDE» ó «rectas 
de la red A'B'C'D'E '»; á los planos de la red A'B'C'D'E' 
también «planos de la red ABCDE »; á sus coordenadas 
también «coordenadas en la red ABCDE »; á los puntos 
de la red A BCDE también «puntos de la red A'B'C'D'E '» 
y á- sus coordenadas también «coordenadas en la red 
A'B'C'D'E'». 

Codos los puntos, rectas y planos que se deducen de los pun¬ 
tos A, B, C, D y E ó de los planos A', B', C', D' y E' por me¬ 
dio de construcciones gráficas , son elementos de la"red ABCDE 
(ó déla A B O' D'E'). Y todos los elementos de la red se deducen 
por construcciones gráficas de los puntos A, B, C, D y E ó de los 
planos A'B'C'D' y E'. 

La ecuación u x x x + u 2 x.¿ -f- u 3 x 8 -f- u i x k = 0 expresa 
la condición necesaria y suficiente para que sean 
incidentes los elementos {x l} x 2 , x 3 , x,) y (u r , u 2 , i h , uf), 
uno de los cuales es un punto y el otro un plano 
ambos de la red ABCDE. 

181. Designemos por X el elemento {x { , x 2 , x 3 , x k ), por Y 
el #2 , Vlh), Por los puntos X é Y de la red ABCDE 
se pueden trazar cuatro planos de ésta proyectando desde la 
recta A Y cuatro puntos P, Q, R y A pertenecientes á la red. 
El plano XYP tiene por coordenadas 2 ± x 2 y 2 p K , £ ± x^y^p^, 
etcétera, de manera que 


C'D'(A', B', E', XYP) & —-tJUsML.. 

S ± x 3 y x p K ’ 

igualmente 

C'D'(A', B', E', X YQ) = 

1 ¿ x Bh<b> ' 

y así para los otros. Por consiguiente, los planos XYP X YQ 
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XYR y XYS determinan una razón doble 

S ¿ • S ± x 3 ij l r i — S ± x 9 y t p t . S ± a^y s r 4 

S ± «2^3tfi • s ¿ v*y\ r n ~ s ± ^y x q x . S ± a? 2 y 3 r 4 

X _ S ¿ «*«#3 gl • S ¿ ~ £ * XRh g« • S ± ^,!/3 g 4 

S ± .®a' 2 ?íJPt • s ± — S ± . S ± .x 2 y 3 s 4 


Si, pues, se representa la determinante S ± x l y i p&r l , por 
ejemplo, por (, xypr ), será 


xr(PQ£,ST= 


[xypr) (xyqs) 
{xyqr) (xyps) ' 


En el caso de ser a; 3 y 4 — x k y% — 0, esto es, 


_^3_ __ #3_ 

*4 Vi ’ 

se substituye A'B’C'D' por otra permutación de sus elementos. 

Sobre la recta de intersección de dos planos U y F de la 
red ABCDE determinemos cuatro puntos de ésta, cortando 
la recta UV por cuatro planos F, G, H y K de la red. La ra¬ 
zón doble de estos cuatro puntos será 


UV(FGHK) = 


(■ uvfh) (■ uvglc) 

( iivgh) (uvfk) ' 


Por consiguiente, si X, Y, P, Q,R y S son elementos de igual 
naturaleza de la red ABCDE , tales que de los P, Q, R, Sy X 
no hay cuatro que pertenezcan á una figura de segunda cate¬ 
goría, existen tres, al menos, de las razones dobles 


RS(PQXY), QS(PRXY), QR(PSXY), etc., 

es decir, Y es un elemento de la red PQRSX y, en gene¬ 
ral, todos los elementos de la red ABCDE pertenecen á 
la PQRSX, en la cual están contenidos, en particular, los 
mismos A , B, C, D, E, A', B', <7, D' y E'. Si se designan por 
Pj Q, R, S y X cinco puntos de la ved ABCDE que de cuatro en 
cuatro no estén en un plano, ó cinco planos de la red ABCDE 
que de cuatro en cuatro no pasen por un punto, todos los elemen¬ 
tos de la red ABCDE son también elementos déla PQRSX, y 
reciprocamente. 
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182 . En el artículo anterior se vió que, fijados cinco pun¬ 
tos A, B, C, D y E que de cuatro en cuatro no estén en un 
plano, cada elemento de la red ABC DE podía ser represen¬ 
tado por medio de números. A toda relación gráfica entre ta¬ 
les elementos correspondía una cierta relación entre los núme¬ 
ros que servían para la representación de los elementos. Pero 
no se pudo aún reconocer si este modo analítico de operar 
puede extenderse á todos los elementos. 

Primeramente se introdujeron los números para caracte¬ 
rizar los elementos de una red en una figura de primera ca¬ 
tegoría; conforme con esto, también ahora consideraremos 
primero una figura de esta especie. Sean A, B y E puntos 
cualesquiera de una recta que contiene el punto propio P y 
tomemos en ella, á diferentes lados de P, los puntos propios 
F y 6r. Según lo dicho en el número 168 , se pueden construir 
en la red ABE un punto propio B' 
situado entre lps F y P, un punto 
— •' propio E' entre los P y G y, por 
último, un punto A'no pertenecien¬ 


te al segmento B'E', de tal modo, pues, que B' y E' estarán se¬ 
parados por A' y P, y para reconocer si P pertenece á la red 
ABE sólo hace falta ver la relación entre dicho punto y la 
red A' B'E'. Ahora, si el punto P tiene un índice en la red 
A'B'fi', este número estará comprendido entre 0 y 1 ( 169 ); 
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“;r: n consigu r te ' const ™ ir ios punt ° s de * >-ed 

L que corresponden á los índices de la serie 

1.1 2 . 1 2 3 

2 ’ 3 ? 3 ; 4 ' 4 ’ T ; . 

y mirar si entre ellos so encuentra el punto p. 

Pero, según las observaciones hechas va en los dos nnm P 
ros artículos (números 12 y .7; véase ^1^^ 

puede sefiala “° PUede Continuarse indefinidamente, sino qu¡ 

Pias de frf l "““T' atendiend0 á 1“ circunstancias pro- 
pías de cada caso, un limite que no se ha de sobrepasar 

hallar tal limite se parte de la consideracién de que 

En cada caso puede señalarse un segmento Al Y 
dentro del cual no pueden distinguirse punífs 

mentó*? 08 ’ y q “ e BSt0 “ ÍSm0 ° CUrre en todo seg- 
mento congruente con aquél ó menor que él. 

rIct S !i« Í“° C / Ó “> pá 8™ d )- Tomemos ahora sobre la 
recta 45, a ambos lados de P, los segmentos PH y PK con 

61 UN ’ y deter “inc-nos dos puntos PyK'ZZ 
ledABP que caigan entre PyHy entre P y K respectiva 
mente; los índices de //' y JT en la red W sok quebraos' 
propios positivos, que, reducidos al mínimo denomiTador C o! 

mún, tendrán la forma -L y ± Puesto que P está entre H' y 

K, sólo podrá ser índice de P ( 16 ») en la red A’PE' alguno 
de los números (fraccionarios propios y positivos) compren 

didos entre — y — . ('no, al menos, de tales números se pre- 
senta en la serie 


1 2 _3 

+ 1 ’ V + 1 * v -f 1 


V 

V -j - 1 ’ 


el punto correspondiente coincide exactamente con el P ó no 

fnfere'l enSlblCmente de de - « así se 1 p od " a 

intercalar entre el H' y el P ó entre el PvpI r r P 

sucede para los denominadores „ + 2, „ + 3.; ‘ en g e “ 

pun os correspondientes á los números comprendidos en- 
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v a 

tre ~ y : D , dentro de lo que se alcanza en su construcción, 

no difieren sensiblemente del P. 

Según esto, cuando entre los quebrados propios y positivos 
con denominador menor que v -f- 1 no se ha encontrado un nú¬ 
mero que represente exactamente el punto P, es inútil conti¬ 
nuar la investigación con los denominadores superiores kv-\-l 
y, por consiguiente, con un número finito de construcciones 
se llega á un número £ que representa con suficiente 
exactitud, como índice en la red A'B'E', al punto P. Final¬ 
mente, se calcula un número racional x que, como índice en 
la red ABC, determina con exactitud suficiente el punto P , 
por medio de la ecuación 

, _ {ABEA') — UBEE') ( ABEB')- x 
[ABEB') — ( ABEE ') {ABE A') — x ‘ 

183 . Tomemos ahora un haz de rectas con vértice propio 
y fijemos en él tres rayos a, b ye. Designando por r un rayo 
cualquiera del haz ocurre preguntar si podrá representarse r 
por medio de un índice en la red abe. Si se traza por un punto 
propio P (lo más alejado posible del vértice del haz) del rayo r 
una recta que corte á las a, b y e en los puntos A, B y E, res¬ 
pectivamente, y se determina un número racional x que, 
como índice en la red ABE, corresponda exactamente ó con 
suficiente exactitud, al punto P , este número, considerado 
como índice en la red abe, puede ser definido como represen¬ 
tante suficientemente exacto del rayo r. A esta determinación 
pueden reducirse todos los casos en que se dan en una figura 
de primera categoría cuatro elementos a , b ', e y p , y se p re _ 
gunta si p' tiene un índice en la red ab'e , pues se puede cons¬ 
truir en el haz abe el rayo r, de tal manera, que las figuras 
abe y y a'b'e'p' sean proyectivas, y entonces definir el núme¬ 
ro x, determinado según se ha dicho y tomado como índice en 
la red a'b' e , como representante suficientemente exacto del 
elemento p'. 

184 . Como con esto queda establecida la posibilidad de 
representar con suficiente exactitud en toda figura 
de primera categoría la posición de uno cualquiera 
de sus elementos respecto de tres fijos por medio 
de una coordenada ordinaria y, por consiguiente, 
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también por dos coordenadas homogéneas se lleca 
en seguida á la solución del problema análogo en las Juras 
e segunda categoría. Si, por ejemplo, A, B, Cy E son cuatro 
puntos de un plano que de tres en tres no están en una “cta 
v 7 , Plan ° AB °’ eXteri0r á Jas rectas BC CA 

A C v A F h, P° S1C1Ón de la recta A P respecto de las A B, 
y é.u, la de la recta BP respecto de las BC, BA v BF 

etcétera, y si se representan lo más exactamente posible dos 
de estas rectas por medio de indices en las redes correspon- 

e?el nto?ro r |53 00rdenadaS h ° m0géneas ^ lo dicho 
n el numero 173 , corresponden á los dos índices, determinan 

con suficiente exactitud la posición del punto P 

Por último, si A, B, C, D y E son cinco puntos que de eua- 

= zsszssB 

to que coincide exacta ó aproximadamente con el P y si se 
trata de fijar la posición de una recta se utilizan dos puntos ó 
dos planos incidentes con ella. 

Por lo demás, siempre se pueden tomar, en último térmi 
no, como elementos dados, un número de puZs pro- 
píos, representados lo más exactamente posible por puntos 
propios de la red ABOBE, debiendo tener en cuenta en esto 
las relaciones que existan entre los elementos dados Así por 
ejemplo, si cuatro puntos P, Q, By sé>ben estar en un í™ 
pero sin que los P, Q y R estén en línea recta, después de ha .’ 
llai los representantes de los puntos P, Q y R y por consi 
guíente, también del plano PQR, para el punto S sólo se de- 
rminan directamente dos, mientras que el tercero se calcula 

Í85 C0 EnT b : de 8 “ r ident03 01 Plan ° ^ y elpunS 
los = i obse( l U10 á la sencillez, consideraremos como da¬ 
tos solamente puntos. Si éstos no se confunden exacta 
mente con puntos de la red ABCDE y, por consiguiente la 

efZame r nte P c° nd Í e T f f coordenadas halladas no coincide 
exactamente con la dada, se podrá, sin embargo aplicar la 

Srf ¡ea A la y SUS resuftadosZ cZ- 

los clsos U tlma sól ° aproximadamente. Pero, en todos 






§ 23 . — LA SERIE CONTINUA DE NÚMEROS EN GEOMETRÍA 


269 


1. a Todo sistema de cuatro números (x l} x 2 , x H y a? 4 ) reales, 
racionales ó irracionales, pero que no se anulan al mismo 
tiempo, se dice que es un punto matemático de coordena¬ 
das homogéneas x í} x 2 , x¿ y ¿c 4 en el sistema de coordenadas 
fundamental, pudiendo tomar como representantes del mismo 
punto todos los sistemas de valores (p£c t , pa? 2 y px s , pa? 4 ) en que 
por p se denota un número cualquiera, finito y diferente de 
cero, pero sólo éstos. 

2. a Los puntos matemáticos que satisfacen á una ecuación 
lineal 

u l x l + u 2 x 2 + u 3 x 3 + u 4 x h = 0 

se dice que están en un plano matemático, y llamare¬ 
mos coordenadas homogéneas de este plano á los números 

u d u zi u 3> y u k- 

3. a Los puntos matemáticos contenidos á la vez en dos pla¬ 
nos, que, por consiguiente, satisfacen á dos ecuaciones li¬ 
neales 

u x x ¡ -f- u 2 x 2 -j- w 3 x 3 -f u 4 x i = 0, v,x t + v 2 x¡¡ + + v t x 4 = 0, 

se dice que están en una linea recta matemática. 

186 . Antes de dar nuevas definiciones, apuntemos algu¬ 
nas consecuencias de las dadas. 

Cuatro puntos matemáticos {x x , x 2 , x 3 , x á ), [y X7 y 2 , y z , yo, 
[z X) z 2 , z.¿, Zr t ) y (£,, t 2 , t 3 , # 4 ) están en un plano (*), siempre que 
la determinante X ± x x y 2 z 3 t 4 sea nula, y sólo entonces. 

Tres puntos {x l} x. ¿ , x 3 , x k ), (y u y 2 , y 3 , y k ) y (z„ z 2 , z 3 , z 4 ) es¬ 
tán en una recta, siempre que se anulen todas las determinan¬ 
tes formadas por tres columnas del sistema 

x x x 2 x 3 x 4 

y y 2/2 V » Vi 

z x z 2 z 3 z 4 

y sólo entonces. 


(*) En todo lo que sigue se ha omitido el calificativo «matemático» al 
nombrar los puntos, las rectas y los planos; por el contrario, el carácter 
de ser «propios» los elementos, ó de estar definidos por elementos propios, 
se ha hecho constar expresamente. 
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Si se toman en un plano tres puntos (a h a 0 , a ); 
l t, 2 ; o 3 , 6 4 ) y (c„ c 2 , c 3 , c 4 ) que no estén en línea recta to- 
c os os puntos del plano están representados por el sistema de 
números Uld ut5 


x<1 1 ~f- Xú, -|- jxC|, 


Xa 2 + Á& 2 + 

51 a 4 + ^¿>4 + p-C 4 , 


x<2 3 + X & 3 -f- ¡jlc 3 , 


en cuyas expresiones x, X y u son independientes uno de otro 
y pueden tomar valores reales cualesquiera con la única con¬ 
dición de no anularse simultáneamente; los valores px o) V ou 
on los que p es arbitrario, pero finito y diferente de e¿ro, son 
los únicos que representan el mismo punto que x, X y ' 

(h h 7 IT*? 7 n una recta dos puntos « 4 ) y 

( 1 » 6 2 , K 64 ), todos los puntos de la recta están representa¬ 
dos por el sistema de números 

?-a, xa 2 + lb 2 , xa 3 -f X& 3 , x« 4 . -f- X& 4 , 

en cuyas expresiones * y X son independientes uno de otro y 
pueden tomar valores reales cualesquiera, sin que se anulen 
f la y conser y'ando la misma significación de antes para o 
los valores px y P X son los únicos representantes del mismo 
punto que x y X. 

Si se mantienen en lo sucesivo las expresiones y notacio¬ 
nes re ativas á la incidencia de los «elementos» punto rec¬ 
ta y plano, en el sentido antes definido, se ve que en todas las 
observaciones anteriores pueden permutarse entre sí las pa- 
labras «punto» y «plano» y que los teoremas l.°, 2 .°, 4 .°, 5. 0 
y i. á 15.° del § 8 continúan siendo ciertos. 

I)esi ^ nemos por X el elemento (x l} x», x 3 , # 4 ) etcé¬ 
tera. Si se dan cuatro planos de un haz y se toman en su aris- 
a dos puntos X é Y, y en los planos, pero fuera de la arista 
cuatro puntos P, Q, R y S, respectivamente, el cociente 


(xypr) (xyqs) 

\xyqr) {xyps) ’ 

en el que .{xypr), por ejemplo, representa la determinante 
- c -'\!hP 3 es un número que sólo depende de los planos 
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dados (*). En atención á esto, podemos sentar las siguientes 
definiciones: 

4. a En el haz cuya arista contiene los puntos X é Y, se 
atribuye á los cuatro planos P. Q, R y S (en este orden de su¬ 
cesión) una razón doble determinada, que se define por la 
expresión 

{xypr) (xyqs) 

( xyqr ) ( xyps ) ’ 

De modo análogo: 

5. a En la recta de intersección de los planos U y V se in¬ 
troduce para los cuatro puntos en que la cortan cuatro planos 
A, B, C y JD (en este orden de sucesión) la expresión 

( uvac ) (uvbcl) 

( uvbc ) ( uvadj 1 

que sólo depende de estos cuatro puntos, como razón doble 
de los mismos. 

Si A, B, C y I) son los planos XYP, XYQ, XYR y XYS, 


(*) Pues, si Z es un punto cualquiera de la recta XY, puede substi¬ 
tuir á cualquiera de los X, Y, al A', por ejemplo, porque serán 

Zj == X x¡ 4 - a y ,, z 2 = ■/. cc 2 4- A ?/ 2 , etc . 
y 

(z ypr ) = x . ( xypr ), (zyp s) = x . (xyps), etc. 

y, por consiguiente, 

(xypr) ( xyqs ) _ (zypr) ( zyqs ) 

(xyqr) (xyps) (zyqr)(zyps ) ; 

y si P' es un punto cualquiera del plano P, serán 

p^ = x x¡ 4- *2/i + y-P» P t = y - x 2 + *y 2 4- ¡j-Pí etc., 
con lo cual 

l(xyp'r) = ¡a . (xypr), (xyp's) = ¡j.. (xyps), 

y, por tanto, también 

(x ypr) (x yqs) _ (xyp’r) (xyqs) 

(xyqr) (xyps) (xyqr) (xyp's) ’ 


(N. T.) 











272 


§ 23 . —LA SERIE CONTINUA DE NÚMEROS EN GEOMETRÍA 


se puede tomar 

a x === S ± £C 2 Í/3Í>4, a 2 = — - ± «3 = S = 

a 4 = — S ± &, = S ± ík 2 M4 etc., 

y se obtiene (*) 


«2 W¡) U 4 


X v £C 2 X¡) x 4 


u x Uy U r 

v x v 2 V 3 


y , y% 2/3 2/i 

= — 

V x V y V r 

Ü‘¿ ^3 ^4 


r, r 3 r 4 


ci x ciy a r 


donde, por ejemplo, u x = tqa?, + u z x. 2 + u s x z + u i x i • Puesto 
que íij; = % = 0y a r = — (xypr), será 

( mdac ) = ( xypr ) '{u x v y — u y v x ) 

y, del mismo modo, 

(uvbd) == {xyqs) {u x v v — u y v x ), 

etcétera. La diferencia u x v y — u y v x no es nula (**), luego los 
planos A, B, C y D tienen la misma, razón doble que la serie 
sección por la recta UV. De aquí se sigue que: Dos series 
perspectivas tienen la misma razón doble, y otro tanto ocurre 
en dos haces de planos perspectivos. 

6 . a La razón doble constante para todas las series y todos 
los haces de planos que están en posición perspectiva con cua¬ 
tro rayos de un haz de rectas se llama razón doble de los 
cuatro rayos. 


(*) Para la primera igualdad basta recordar que el producto de dos 
matrices rectangulares con m filas y n columnas (m < n) es la suma de 
productos de las determinantes de orden m que se pueden formar toman¬ 
do m columnas en una y las que ocupan iguales lugares en la otra, y ob¬ 
servar que en el caso presente, por ser estas últimas c,, c 2 , c 3 y c 4 , la suma 
obtenida es, precisamente, la determinante ( uvac ). 

La segunda igualdad no es sino la definición del producto por filas.- 

(N. T.) 

(**) En efecto, la determinante 

| Ux Uy I 
I Vx Vy | 

queda invariable, salvo un factor constante, al substituir los planos Uy V 
por dos cualesquiera de su ha/. ( 185 ); ahora, si, en particular, se substi¬ 
tuyen por los que proyectan X é F, respectivamente, es u x = 0 y Vy = 0, 
pero VxA 1 0 y u y 4 : 0 , luego la determinante no es nula.— (N. T.) 
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La razón doble de los cuatro elementos A, B , C y D de una 
figura de primera categoría es, por consiguiente, igual á, la ra¬ 
zón doble de toda figura proyectiva con ella, y debe llamarse 
también índice de D en la red ABC ; si su valor es un número 
entero n, se dirá que I) es el n eaimo elemento de la red ABC. 

7. a Si A, B, <7 y D son cuatro elementos de una figura de 
primera categoría, se dice que ios pares AB (ó BA) y CD 
(ó DC) están separados ó no, según que la razón doble de 
ABCIJ es negativa ó positiva. 

También aquí pueden permutarse dondequiera las pala¬ 
bras «punto» y «plano». Los conceptos así introducidos se lla¬ 
marán nuevamente gráficos ó proyectivos. 

Todas las nociones y denominaciones que habíamos intro¬ 
ducido en la Geometría proyectiva se derivan también 
de ellos del mismo modo. Claro es que esto es admisible sola¬ 
mente porque todos los teoremas gráficos conservan su vali- 
d ez — y ahora sin ninguna restrioción — según demostraremos 
en breve. 

tHV. La razón doble de cuatro puntos P, Q, R y S de una 
recta puede tomar una forma sencilla, introduciendo otros dos 
puntos A y B de la recta y poniendo para i = 1 , 2 3 4 

Pi = a t + V'bi, q. = a¿ -f r¿ = -f Si = a¡ -f vó¿, 

con lo cual, utilizando como antes dos puntos cualesquiera 
x é rde una recta que no corte á la AB, resulta para valor 
de aquella razón doble (*): 

{xypr) (■ xygs) _ (•/. — (X —1 y) 

{xyqr) (xyps) (•/. — v ) ' 

De esta forma se deduce inmediatamente la relación entre 
las razones dobles resultantes de la permutación de los puntos 
P, C¿, R y S f como se ha dicho en el núm. IfííJ, la cual se ex- 
tiende ahora á cualquiera figura de primera categoría. Se de¬ 
muestra, además, para cinco elementos P, Q, R } S y 7 7 de una 
figura de primera categoría, que el producto de las razones 

(*) hasta observar, por simple descomposición en suma de determi¬ 
nantes, que 

Ccypr) = (x - ¡x) (xyba), {xyqr) = (X — ,x) (xyba), etc., 
y, ademós, que (a 'yba) no es nulo. — (N. T.) 


18 
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„ Pn u r poTR y PQRS es igual á 

,e los cuatro ólti- 

la U ™ls delfí. De los teoremas grecos del § » sólo 
mos teorema b torrero por eiemplot con- 

hac e taita ^"JW^^ — ^lesdeUsflga- 

servandolasno aemnes de alh las, omo ^ (]n¡dad 

W)-T^s ¿ primel.‘ razón es negativa y la segunda 
(■••*)> S1 ? 1 ’ , f * V o t og teoremas gráficos de 

>" 1 ™“ «.'■» <.»«'•■ ***«■-. 

^±sssssssss^r 

63 'conservando las notaciones anteriores, se halla 


ABS 
índ. P = 


ABS v 

(a? y as) {xybp)_ ind Q = ind. R = —, 

TZZha\ (cv.natís y- ’ Á ' 




Jxybs)~{xya jo) 


7 ’^ /; iíc yyr) (xyga) __ (t* . " *)2 l — A 7 ' ; 

índ. A — ~~(xyqr) {xypa) (l* — A )' A j - y 

i j Dt< pi índice de R esta com- 

P .• , r i„ a n-ires PÜ v RA están separados. 

63 Los pantos P, Q, R y ¿ forman una serle armónica si cum- 
píen la condición 

*:=4+i- 

Esta queda satisfecha, de un modo general, cuando P Q 

* «r**:: ■- - 

^ me temblén en la definición actual de los índices enteros, 
el (u— i)"'"” punto de la red está armónicamente sepaiado 

(*) Pues, análogamente á lo dicho en la nota anterior, 

(»,«.) = *(«*•»). =- ^ b hT yts) = ~ M 

(syap) = *{xyab)i etc< 

CN.TA 
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del (n -f l) e8tmo por el n esimo y el punto cero, y la definición coin¬ 
cide, por tanto, con la anteriormente dada. Ahora bien, si los 
puntos A y 1 están separados por los B 0 y P, con lo cual la 
razón doble de AB X B 0 P es negativa y, por consiguiente, la de 
AB 0 B t P mayor que 1 y, además, si n es el mayor número en¬ 
tero y positivo contenido en el índice de P en la red AB 0 B t y 
B n y B n+ j son los n e8imo y (n + i) e8tmo puntos de la red AB 0 B Í} 
los puntos B n y B n + 1 están separados por los A y P. Con esto 
queda demostrado el teorema gráfico del § 15 ( 91 ) que, desde 
él punto de vista de entonces, no podía ser deducido de pro¬ 
posiciones gráficas, y se infieren, sin más, todos los demás teo¬ 
remas gráficos que hemos deducido en los §§ 15 á 18 . Los 
pares PQ y PS son equivalentes respecto de A si se cumple 
la condición 


). + ¡i •/. + V ; 


ó bien 


I _ i _ = JL _ JL 

X [JL V 


Para poder extender todos los teoremas del § 251 al caso 
de indices irracionales, observamos que 


APQ RQP 
índ. R — índ. 


A = 


(* — p)* 

(* — 



JL 
1 ^ ’ 
X 


y definimos para cualquier posición de los cinco puntos: 


de manera que 


A (SS\ 1-1 

ind. VpQ/ =-~-- 

JT “T 


A (PR\ APQ 
índ. \PQJ = ind. R , 

y, por consiguiente, si los pares PQ y RT son equivalentes 
respecto de A, 


(*S\ 

A (RS\ 

\ PQ) 

= índ. \R.t) 


ART 
= índ. S; 


pudiendo establecerse fácilmente la identidad de esta definí- 
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ción con la dada en el § 21 para la serie de puntos allí consi¬ 
derada. Los teoremas del § 21 aparecen ahora también como 
ciertos para el caso de no ser todos los índices racionales, pri¬ 
mero en la serie de puntos, y después, como consecuencia en 
ios haces de rectas y en los de planos. Por último, con esto des¬ 
aparecen también las restricciones del § 22 , según las cuales 
los cocientes de las coordenadas debían ser números raciona¬ 
les y sólo eran representables por coordenadas los elementos 
resultantes de construcciones hechas con los que determinan 
el sistema de coordenadas. El concepto de coordenadas queda 
asi generalizado, de manera que con cinco puntos que de cua¬ 
tro en cuatro no están en un plano puede formarse un siste¬ 
ma de coordenadas, calculándose en todos los sistemas de la 
misma manera la razón doble por medio de éstas, y teniendo 
igual forma siempre la condición de incidencia de punto y 

P | 88 . Los conceptos primitivos de la Geometría proyectiva 
han alcanzado con lo antes expuesto la vasta significación á 
que se hizo referencia al final del § 15. Para poder establecer 
el teorema allí enunciado, son necesarias únicamente estas 

dos definiciones: . ,. . . 

8 . a Si A, B y C son puntos propios de una recta y ei o esta 

entre los A y B, todo punto de la recta que no esté separado 
del C por los A y B se dice que es un «punto^del segmen¬ 
to AS» ó un «punto situado entre A y /í». 

9 “ Si l> y E son puntos del segmento A B, todo punto 
de la recta A B separado del A ó del B por los D y E, se dice 
que es un «punto situado entre D y -E». 

’ Los teoremas 6.° á 18.° y la definición 4.» del § » son apli¬ 
cables á los puntos del segmento AB; para la demostración 
se pueden introducir los índices en la ved ABC, los cuales ad¬ 
quieren todos los valores positivos para los pun os del seg¬ 
mento AB, y el de Eestá comprendido entre los de V y E( 16.». 
Tomemos ahora dentro de un segmento rectilíneo ATI el punto 
impropio E, y supongamos que, sobre la recta .AB, pueden de¬ 
finirse puntos A,, A,, A„ .en número ilimitado. Sean «, 

a a •• los índices de ios puntos A u A,, A„ .en la red 

ABE; estos números positivos tienen un límite inferior c, de 
tal manera que ninguno de ellos puede ser menor que c pero 
que si d es un número cualquiera mayor que c, no todos los 
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números a u a i} a 3 , .son mayores que d (*). Si hacemos co¬ 

rresponder á los índices c y d los puntos C y D, el C se confun¬ 
dirá con el B ó estará entre los A y B; ningún punto de la se¬ 
rie A, A 2 A 3 .está entre B y C, y entre A y i) no están to¬ 

dos los puntos de la serie. Con esto queda demostrado el teo¬ 
rema formulado en el núm. 107 y, al mismo tiempo este otro 
más general: 

Si A, B y F son tres elementos dados de una figura de pri¬ 
mera categoría, y en ésta pueden definirse elementos A t , A 2 , 

A 8 . en número ilimitado , que estén separados del F por los 

A y B, existe un elemento C separado del F por los A y B, ó 
confundido con el B, tal que cualquiera que sea un elemento D 
separado del F por los A y C, no todos los elementos de la serie 

A, A 2 A 3 . están separados del F por los A y D, mientras que 

ninguno de ellos está separado del F por los B y C. 

180. Este teorema puede aplicarse, por ejemplo, en la in¬ 
vestigación de los elementos de coincidencia de una involu¬ 
ción en una figura de primera categoría. La involución está 
determinada por dos pares de elementos; si estos pares están 
separados, no existe ningún elemento de coincidencia (114). 
Según esto, sean A A' y BB' dos pares de puntos dados sobre 
una recta r, no separados uno por otro, pero pudiendo estarlo 
los A B f y A' B. Si, sobre la recta r, se toma el punto C entre 

A B C F C' ' B’ A' 

los B y B' respecto del punto limite A, y se llama C' á su ho¬ 
mólogo en la involución determinada por los pares A A' y 
BB también está C' entre B y B' respecto de A (113 y 114); 
luego (V estará entre B- y C ó entre C y B'. Fijémonos sólo en 
las posiciones de C en que sucede lo último, y llamemos F al 
punto de la recta r, comprendido entre los B y B' , determi¬ 
nado por el conjunto de puntos C según el teorema que pre¬ 
cede; el punto F estará entre C y C' (pues entre B y C no 


(*) Quizás convenga advertir que la palabra límite no tiene aquí el 
significado corriente, esto es, número al cual se aproximan indefinida¬ 
mente otros, sin que la diferencia sea nunca nula, sino que es el número 
llamado ordinariamente extremo inferior del grupo formado por los nú¬ 
meros en cuestión. (Véase, por ejemplo, Capelli, Istituzioni di Analisi 
Algébrica, 1909, pág. 477.) 
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existe ninguno de los C ); á cada punto situado entre B y F 
corresponde en la involución un punto entre- B' y F, y recípro¬ 
camente; luego F es homólogo de sí mismo, y otro tanto ocu¬ 
rre ( 114 ) al cuarto punto armónico G respecto de los A, A' y 
F. Por consiguiente, dados en una figura de primera categoría 
dos pares de elementos no separados , la involución que determi¬ 
nan tiene dos elementos de coincidencia. La cuestión relativa á 
los elementos de coincidencia de dos figuras de pri¬ 
mera categoría superpuestas, que son proyectivas, 
pero no equivalentes ni involutivas, puede reducirse 
al caso de la involución, pues estos elementos de coincidencia 
deben serlo al mismo tiempo de la involución determinada 
por la proyectividad dada, con arreglo al teorema del núme¬ 
ro 115 , y recíprocamente (*). 

Al mismo resultado relativo á la involución conduce la 
igualdad de las razones dobles (ABB'X) y {A'B'BX') corres¬ 
pondientes á dos elementos conjugados X y X'. Designando, 
para abreviar, por — m la magnitud negativa {AB'BA'), 
será 


[ABB'X) = 1 — [AB’ BX), 

, (AB'BA) 

(A B BX ^jABlCA)» 

1 -f - m 


1 m 

1— {AB'X'Á) 


1 + 


( A IV I! X' i 


[1 — (AB'BX)] [m -f ( AB'BX ')] = (1 + m) {AB’BX'). 


Si A' es un punto de coincidencia, {AB'BX) y [AB'B A) se¬ 
rán un mismo número u, y tendremos: 

o 2 + 2 mo = m ; z> = — m ± \ m {m - f-1) . 

Estos dos valores de o son las coordenadas de los puntos 
de coincidencia F y G en la red AB'B. Puesto que 

m [m -j- 1) <C (1 + m)-, 


(*) Véase Zeitschrift für Mathematik und Physilc , 1882, año XXVII, 
pág. 124.— (N. A.) 
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al signo -f- corresponde un valor (AB'BF) comprendido en¬ 
tre 0 y 1, y al signo — un valor ( AB'BG) < — m. 

Ambos valores son, en general, irracionales; veamos 
cuál es su significación geométrica. Para ello, podemos con¬ 
cretarnos al caso en que los puntos dados A, A' B y B' son 
puntos propios de una recta; entonces, m es un número posi¬ 
tivo y racional, que, considerado como índice en la red 
AB'B , determina la posición del punto A', ó de.un punto que 
no difiere sensiblemente de él y que, para sucesivas conside¬ 
raciones, se toma en lugar del A'. El índice de F en aque¬ 
lla red 

{AB'BF) =. r, 0<a?<l, 

es, en general, irracional, pero, aunque sea racional, puede 
suceder que exija más construcciQnes de las que puedan rea¬ 
lizarse en la figura. Determinemos ahora el número entero y 
positivo A suficientemente grande para que el punto E u co¬ 
rrespondiente al índice 1, limite con el B' un segmento que no 
sea mayor que el MN definido en el número 185Í. Si F . 2 , 

E. ¿ , . son los puntos que corresponden á los índices 2, 3,. 

en la red AB'E¡, tenemos 

(AB'BE I ) = y» (AB’BE¡) = y, (AB'BE S > = y> .; 

las figuras AE,B'E lt AE i E l E ) , AE 3 E i E¡, . son armóni- 

cas y, según lo dicho en el núm. 95, los segmentos E X E 2 , 
E. 2 E 3 , .son menores que el B’E x y, por consiguiente, que- 

M. V Sean a l0 y a, c -\ - ios números que comprenden al x en 

10 

la serie 

1 2 w —• 1 • ■ 

0, — , —» . . > 1, 

’ ic ÍC w 

A w y B, 0 los puntos correspondientes y v el primer número de 
la serie 2, 3, . A para el que el segmento A v B v no sea ma¬ 

yor que el MN. 

Entonces, si no se halla x entre los números 

1.1 2 . ..12 . v — 1 

2 ’ 3 ’ 3 ’ ’ v ’ v ’ 5 v ’ 
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designemos por F' un punto propio comprendido entre los A v 
y B v ; de los puntos conjugados con los A v y B v en la involu¬ 
ción, uno está fuera del segmento A V B V y el otro — por ejem¬ 
plo, el conjugado con A v —entre A v y B v ; luego no es sensible¬ 
mente distinto del F'. Como, según esto, puede considerarse 
aproximadamente como un par de la involución el A V F\ F' 
no es sensiblemente distinto de su conjugado, y tiene, apro 1 
Ximadamente, las propiedades del punto F. Por esto, en la 
aplicación de la Geometría analítica, el punto propio que 
hemos llamado F’ se designa por F y como correspondiente al 
índice ¿c; por consiguiente, se le considera como punto de 
coincidencia de la involución. 

Según lo dicho en el núm. 182, este resultado puede ex¬ 
tenderse á cualquiera involución en una figura de primera 
categoría. 

190. Para resolver de un modo general la cuestión, su¬ 
pongamos que se haya determinado por vía analítica un pun¬ 
to F, que, en una figura dada por elementos propios de la red 
ABGDE (184), desempeñe un cierto papel en una relación 
proyectiva establecida de antemano. En tal caso tendremos 
para coordenadas de aquel punto’un sistema de valores f\, f 2 , 

h y fu cuyos cocientes serán reales, pero no racionales ó no 

apropiados para la construcción exacta. El ejemplo expuesto 
basta para hacer ver que siempre existe un punto propio ó 
representable por rectas propias que, exacta ó aproximada¬ 
mente, tiene con la figura dada las mismas relaciones que 
el F. Este punto se designa en la aplicación de la 
Geometría analítica como tal punto F y represen¬ 
tante geométrico del sistema de valores (A, f z , A). 

La figura dada puede ampliarse con el punto ahora desig¬ 
nado por F y, así ampliada, someterse de nuevo á los proce¬ 
dimientos analíticos. Pero si se quieren hallar coordenadas en 
la red ABC DE, conforme á las primitivas definiciones, no 
siempre resultan racionales sus cocientes, ni es preciso que 
coincidan con las razones de los números f\ , / 2 , A y f \, los 
cuales, no obstante, se han tomado como coordenadas de F. 
La contradicción que aquí resulta desaparece considerando 
que la inexactitud que á las coordenadas atañe recae sobre el 
cálculo correspondiente. Todas las determinaciones de coor¬ 
denadas se redujeron al problema de representar la posición 
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de un punto propio P de la recta de unión de dos puntos B y 
E , situado entre éstos, por un índice en la red ABE , supo¬ 
niendo para ello tomado el punto A fuera del segmento BE. Si 

^ ~v eran ^ os * nc ^ ces ^ os P untos propios H' y K’ , entre 

los cuales está P tales que dentro del segmento HÍK' no podía 
distinguirse más de un punto, y se podía construir un punto 
propio correspondiente á un número racional 5, comprendido 

entre — y —, este punto no era sensiblemente distinto del P, 
v v 

por cuyo motivo tomábamos \ como coordenada de P en la 
red ABE. Ahora necesitamos ampliar esta determinación de 
tal manera, que todo número V, racional ó irracional, com- 
V s 

prendido entre — y —, pueda ser adoptado con igual razón 

para coordenada de P, pues si del modo explicado se trata de 
representar V dentro del segmento BE, se llega á un punto 
que no es sensiblemente distinto del P. Así asociamos al pun¬ 
to P una serie continua de números, cada uno de los 
cuales define con suficiente exactitud la posición de P, y como 
cada una de las coordenadas puede ser tomada arbitrariamen¬ 
te de entre los números de una cierta serie, las razones de las 

coordenadas quedan, en general, afectas de la indetermina¬ 
ción consiguiente á la falta de precisión de los conceptos 
geométricos, que ya al final de la Introducción hicimos resal¬ 
tar. El cálculo deduce de relaciones dadas entre números 
otras que coexisten con ellas sin restricciones, y obtiene de 
números dados otros que satisfacen exactamente relaciones 
con los dados, de antemano establecidas; pero el paso de la 
figura á los números y el recíproco de los resulta¬ 
dos del cálculo á la figura no pueden efectuarse con 
igual exactitud. 

191. En lo que precede hemos tenido en cuenta única¬ 
mente construcciones gráficas; pero las relacionadas con el 
concepto de congruencia son tan inexactas como aquéllas. 
Designando, como en el núm. 150, por A, B, D, E, A y A' 
puntos propios de un plano, tales que los A, A, y A' estén en 
una recta, el A entre los A f y A', los B y D á un lado 
de A X Á, los A y y E á diferentes lados de AB, las rectas A { B 
y Al) sean perpendiculares á la Ay A' y las figuras ABAy 
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y BAE sean congruentes (fig. 71), la semirecta A E se con¬ 
funde con la Al) en la Geometría euclidiana, cae entre los 
AD y A Ay en la de Gauss y entre los AD y A A' en la de 
Riemann, según lo cual la razón doble A (BDAyE ) es nu¬ 
la, negativa ó positiva, respectivamente. La experiencia 
muestra que las semirectas Al) y AE se confunden ó 
no están sensiblemente separadas. Podemos, pues, to¬ 
mar arbitrariamente el valor de aquella razón doble, índice 
de la recta AE en la red A (BDAy ), entre los contenidos en 
una serie continua.de números positivos y negativos muy 
próximos á cero; pero no estamos obligados á tomar preci¬ 
samente el valor cero como exige la Geometría euclidiana, 
que, indudablemente, para las figuras consideradas por nos¬ 
otros ( 12 ) posee suficiente exactitud. 


Adición al § 23. 

Véase: Mathematische Annalen, 1887, tomo XXX, pág. 130. 

En la presente obra no han sido tratadas las figuras curvas; 
solamente en un lugar (lO) se ha hecho referencia á figuras 
de'esta especie. En cambio, en la Einleitung in die Diffe- 
rential-und Integralrechnung , 1892, en la que se han discuti¬ 
do las conexiones del Cálculo infinitesimal con la Geometría, 
ha sido preciso para ello incluir, además de consideraciones 
generales sobre la limitada exactitud de las observaciones 
(páginas 12 á 14, 89, 44, 68 y siguientes), el examen de las 
relaciones existentes entre las curvas planas y las funciones 
continuas (§§ 3 y lO), entre la tangente y la derivada (§ 16) 
y entre el área ó la longitud de un arco y la integral (§' 20 ). 

En mi opinión, también en estas materias debe realizarse 
una interpretación empírica para evitar contradicciones en 
la aplicación del análisis á la Geometría. Pero, aparte la 
percepción de los sentidos, no es lícito referirse á la «intui¬ 
ción» ó á la «imaginación» como fuentes especiales de cono¬ 
cimientos matemáticos. Por ejemplo, cuando se supone en las 
aplicaciones de la Matemática que todas las curvas «intuiti¬ 
vas» tienen curvas diferenciales é integrales, también intui¬ 
tivas (Kopcke: Mathem, Ann., 1887, tomo XXX, pág. 140), 
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hay que buscar la justificación de tal aserto en las propiedades 
de las líneas físicas, y en efecto, allí se encuentra. Toda cur¬ 
va plana, convenientemente limitada y referida á un adecua¬ 
do sistema de coordenadas, puede representarse con exacti¬ 
tud suficiente por una función de una variable, derivable in¬ 
definidamente, y á esta representación se refiere en las aplica¬ 
ciones el mecanismo analítico. En interés de la claridad, no 
deben pasarse en silencio las hipótesis de este género. 
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